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PROLOGO

El presente trabajo consta de seis capitulos, en el capitulo uno se hace una
introduccion a conjuntos e induccidon matematica en el mismo que se describe
brevemente las leyes y operaciones con conjuntos, en induccién matematica se hace
una descripcion de uso y aplicacion de la induccion; En el capitulo dos se trata sobre la
estadistica descriptiva, poniendo énfasis en los conceptos fundamentales como es la
muestra, la media, la desviacion estandar, etc... En el capitulo tres se trata sobre la
probabilidad, se hace énfasis en la probabilidad clasica y probabilidad frecuentista se
hace un desarrollo minucioso de las propiedades de la probabilidad hasta el tratamiento
de la probabilidad de Bayes. En el capitulo cuatro se trata sobre las variables aleatorias,
funcién de probabilidad, funcién de distribucién, se hace un estudio completo de las

esperanzas y varianzas de las variables aleatorias.
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CAPITULO 1

CONJUNTOS E INDUCCION MATEMATICA

1.0 Clasificacion de los Numeros

Complejos
Reales Imaginarios
Racional
Irracional
Enteros Fracciones
Enteros Enteros Decimal Decimal
L Cero . L ..
Positivos Negativos Finito Infiito
Semi o
o Periddicas
Periddicas

Grdfico 1 Clasificacion de los Numeros

En el nivel superior se encuentra los numeros complejos, un ejemplo podria ser 3 +
4 i, donde la parte real es 3 y la parte imaginaria es 4.

Todo numero real se puede clasificar en un nimero racional e irracional, un nimero
. m ’ . .
racional es de la forma —,mn € Z y un numero es irracional cuando no se puede

escribir de la forma %, ejemplom = 3.141516 ....

Todo numero racional se puede clasificar en entero y fraccionario, los nimeros enteros
se clasifican en enteros positivos o naturales, cero y enteros negativos; los fraccionarios
se clasifican en decimal finito e infinito, de decimal finito si el residuo es cero.

Las fracciones de decimal infinito se clasifican en periddicas y semi-periddicas.
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Las fracciones periédicas como 3,3333 ... = 3,3, se puede obtener su fraccion que es

igual al cociente cuyo numerador es igual al nUmero menos la parte peridédica (33-3),y
el denominador es tantos nueves como cifras (una) tenga la parte periddica (9).

Aa 33-3 30
3,3="0
9
Las fracciones semi-periddicas como 3,2455555 ... = 3,243, se puede obtener su

forma fraccionaria, cuyo numerador es el niumero menos el nimero sin la parte
periddica (3245-324), el denominador es tantos nueves como cifras tenga la parte
periddica y tantos ceros como cifras tenga la parte no periddica (dos).

3248 — 3245 —324 2921
’ B 900 900

1.1 Conjuntos

Un conjunto es la agrupacion de ciertos objetos unidos por un criterio en comun.

Como por ejemplo, tenemos:

a) A, ={a,ei,o,u}; A= {lasvocales}

b) Bl:{%xEN,x<5}; Bz{%,%,l,%}

Los conjuntos se pueden definir por extensién y comprensién.

° Un conjunto se define por extension cuando se enumera cada uno de los
elementos del conjunto.
. Un conjunto se define por comprension cuando se describe la

caracteristica que debe cumplir dicho conjunto

Ejercicio 1:

Dado el conjunto A = {x / x € R,x3 —x = 0}, definido por comprensién, expréselo

por extension.
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Desarrollo

3—x=0

X
x (x? —1) = 0 ; factorando

x (x+1)(x — 1) = 0; factorando

x=0 \% x+1=0 \% x —1 = 0;relacion légica
x=0 x= —1 x=1

La solucion del sistema es

A= {0, -1, 1}.

Ejercicio 2:

Dados los intervalos A= [3,5]; B=[4,7] encontrar:

a) AUB

Desarrollo

Wravan.
T 1 & ¥ ‘W @ 1 ! & 5 u
Grdfico 2: Unidn de dos intervalos

AUB=[3,7]
b) AUB

Desarrollo

A

— E:‘ ,//6// —

7 8 e 10

o 4
N
w
-
o

Grdfico 3: Unidn Exclusiva

AUB=[34) U(57]
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Nota: En el ejercicio se realiza una union con tilde o légicamente es una disyuncion

exclusiva, que indica lo uno o lo otro pero no los dos a la vez.

1.1.1 Operaciones con conjuntos

a) Unidn de conjuntos
La Unién de dos conjuntos es el conjunto formado por todos los elementos que

pertenecen a ambos conjuntos. La unién de Ay B se denota AUB.

AUB= {x/x€ Aox € B}
AUB

U A B

Grdfica 4: Unidn de Conjuntos.

TIPS DE “R” CONJUNTOS

Para este tema necesitaremos dos paquetes, los mismo que pueden ser instalados al
digitar las siguientes expresiones:

install.packages(‘gplots’)
library(gplots)

Se utiliza el comando union (conjunto 1, conjunto2) para obtener la unién de los
conjuntos, como se indica a continuacién.
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R RConsole (64 ™™ - B

Archive Editar Misc Paguetes Ventanas

Ayuda
-
> Ad-c(1,8,3,4,5)
> B<-c(9,8,7,5,6)
> union (&,B)
W

llustracion 1 de R: Unidn de Conjuntos

b) Interseccién de conjuntos
La interseccién de dos conjuntos es el conjunto formado por los elementos que

tienen en comun. La interseccién de Ay B se denota AN B

ANB= {x/xeAy x € B}
ANB

U A B

Grdfica 5: Interseccion de Conjuntos

TIPS DE “R” CONJUNTOS

Intercesidn de conjuntos.

intersect(conjunto 1,conjunto2)
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R RConsole (64 "™ - B

Archive Editar Misc Paquetes Ventanas
FAyuda

> A<-c (1,3,
> B<-c (9,8,
> intersect
[1] & 5

F

oo
o 1]
Il 1r_|| -:I\
wo

llustracion 2 de R: Interseccion de Conjuntos

Utilizamos la funcién intersect (conjunto 1, conjunto2), con la cual obtenemos la
interseccion entre los conjuntos especificados.

c) Diferencia entre dos conjuntos

Dados dos conjuntos Ay B, se llama diferencia entre el conjunto Ay el conjunto B
al conjunto formado por todos los elementos pertenecientes al conjunto A que no
pertenecen al conjunto B.

A/B= {x/x€Ayxnoes ¢ B}
A/B

9] A B

Grdfica 6: Diferencia de Conjuntos

TIPS DE “R” CONJUNTOS

Diferencia de conjuntos.
setdiff(conjunto 1,conjunto2)

setdiff(conjunto 2,conjuntol)
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R RConsole (64 "™ - B

Archive Editar Misc  Paguetes  Ventanas
Ayuda
| > A<-c(l,2,3, "
> B<-c(9,.8,7,
> zetdiff (A4,
[1] 1 3 4
» zetdiff (B,
[1] 8 7 &

i s
& oLn

i

llustracion 3 de R: Diferencia de Conjuntos

Utilizamos la funcién setdiff (conjunto 1, conjunto2) obtendremos la diferencia
entre los conjuntos especificados.

Ejercicio 3:
Dado los conjuntos A = {1,3,5}; B = {2,9} encontrar: A/B
Desarrollo

A/B = {1,3,5}

d) Complemento de un conjunto
El complemento de A, estd formado por todos aquellos elementos que no

pertenecen a A, es decir: A = U/A

e) Diferencia simétrica de dos conjuntos
La diferencia simétrica notada por AA B, se define por C=AA B =
{x/x € (A/B) U (B/A)}.
Dado los conjuntos A y B, el conjunto C diferencia simétrica esta constituido por
todos los elementos del conjunto A que no pertenecen al conjunto B, unidos a

todos los elementos del conjunto B que no pertenecen al conjunto A.
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Ejercicio 4:
Dados los conjuntos M = {1,3,6,8,9} ; N ={2,4,6,8}encontrar:
MA N

Desarrollo

M/N = {1,3,9}
N/M ={2,4}
MA N = {1,2,3,4,9}

Nota: Para encontrar M/N , se coloca todos los elementos de M vy se va retirando los
elementos de N, de la misma forma para N/M se coloca todos los elementos de N vy
se va retirando los elementos de M, por ultimo uno los dos conjuntos y se obtiene la

diferencia simétrica de Ay B.

1.1.2 Propiedades de las operaciones con conjuntos

1) Idempotencia

AUA=A
ANA=A

2) Conmutativa
AUB=BUA
ANB=BnNA

3) Asociativa
(AuB)uC=AU (BuUC)
AnB)nC=An(Bn<0C)

4) Distributiva
AUBnNnC=AU B)n(Au 0
ANnBUC)=AnNnBUMAN O)
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5) Identidad
AUupg=A AuvuU=1U
ANpg=9 An U=A

6) Complemento
AU A =T (AS)C=A p¢=U
AN A= 0 Ut = ¢

7) Morgan
(Au B =A4n BC
(An B) = Ay B¢

8) Diferencia
A/B=A N B¢

Ejercicio 5:

a) Demostrar que (AUB)/C = (AUBUC)/C

Desarrollo (1ra Forma)

(AUBUC)/C Hipotesis

(AuBUC) N C’ Definicidon de diferencia
(AuB)UuC)Nn C’ Asociativa
((AUB)NC’)U (CNC) Distributiva

((AUB) NC’') U ¢ Complemento
(AUB)NC* Identidad

(AUB)/C Diferencia

Desarrollo (2da Forma)

(AUB)/C Hipdtesis




(AUB) N C’

(AUB) N C’)U (CNC)
((AUB)UC)N C’
(AUBUC) N C’

(AUBUC) /C
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Diferencia

Identidad
Distributiva
Asociativa

Diferencia

a) Demuestre que [(AUC)/B]U[(BUC)/A]=(AUBUC)/(AN B)

Desarrollo
(AUBUC)/(A N B)
(AUBUC) N (ANB)’
(AUBUC) N (A’UB’)

[(AUBUC) NA’]U [(AUBUC) N B’]

Hipotesis
Diferencia
Ley de Morgan

Distributiva

[(AU(BUC)) nA'JU[(BU(AUC)) N B’] Conmutativa,

Asociativa

[(ANA)U((BUC)NnA)]UI[(BNB’)U((AUC) N B’)] Distributiva

[¢ U ((BUC)N A’)] U [ U ((AUC) NB’)] Complemento

[(BUC) NA']U [(AUC) NB’]
[(BUC)/A] U [(AUC)/B]

[(AUC)/B] U [(BUC)/A]

Identidad
Diferencia

Conmutativa




1)

2)

3)

4)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Determinar por comprension los siguientes conjuntos:

a) A ={lunes, martes, miércoles, jueves, viernes}

b) B={b,a,n,d,e,r}

R: a) A= {x/x dias laborales}

c) B={x/xletras de la palabra bandera}
Determine por extension los siguientes conjuntos:

a) U={x € N/xesimpar}
b) P={x/xesunnumeropar;2<x<8}
c) O={x/x € N/; x<7}

d) W ={numeros de una cifra}

R:a)U={1,3;5;7..}

b) P={2; 4, 6; 8}
c)0=1{6,5,4;3; 2;1; 0}
d)W={0,1;2;3;4,5;6; 7; 8; 9}

Sean los conjuntos A y B hallar la grafica y simbdlicamente AUBYyANB
A= {x/x las vocales}
B= {x/x letras de las palabras nadar}

Dado los conjuntos A={1,3,5,6}y B={ 3,5,7} encuentre AAB

R:AAB={1,6,7}
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5) Demostrar:
a) An(B\A)=0
b) AU(B\A)=AUB

a) An(B\A)=An (Bn A°)
=A N (A° n B)
=(ANA)nB
=0 nNnB
=0

b) AU(B\A)=AU (BN Ac)
=(AUB) N (AU Ac)
=(AUB)NU
=AUB

1.2 Induccion Matematica

Diferencia de conjuntos
Conmutatividad de la unién
Asociativa de la interseccion
Leyes del complementario

Leyes de identidad

Diferencia de conjuntos
Distributiva
Leyes del complementario

Leyes de identidad

Dado una expresidn matematica, que sea dependiente de un nimero natural n, su valor

de verdad puede ser demostrada mediante el principio de induccion matematica, es

decir: la induccién matematica nos permite verificar si la expresién es verdadera,

siempre y cuando dicha expresion sea funciéon de niumeros naturales, los pasos para la

demostracion son:

1)
2)
3)

Se comprueba la validez de la afirmacién para n=1

Se supone la validez de esta afirmacidn para n=k, nuestra Hipdtesis Inductiva

Se demuestra la validez de esta afirmacién para n=k+1, nuestra Tesis Inductiva,

tomando en consideracién su validez para n=k, después de lo cual se concluye

gue la expresidon es valida para cualquier nUmero natural n.
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Ejercicio 6:

Demostrar que para todo nimero natural se verifica la siguiente igualdad

nn+1)

2 Sn

1+2+3+4..+n=

Desarrollo

1. Se verifica el cumplimiento para n=1 (n=ndmero de términos)

1+ 2

1
2 2

Se podria verificar, para mas de un término (n=3 términos)

33+1) 12
1+2+3=—"——=—=6

6=06

2. Suponer que para n=k es verdadera ( Hipodtesis Inductiva)

k(k+1) . .
1+2+4+3+4.+k= — hipotesis Inductiva

3. Se debe demostrar para n=k+1, la expresion sea verdadera (Tesis Inductiva)

(k+ 1Dk +2)

142+43+4..+k+(k+1) = 5 Tl

Se debe empezar la demostracion con la hipétesis inductiva

k(k + 1)
2

1+2+3+4...+k+(k+1)=@+(k+1)

1+2+3+4..+k=

:k(k+1)42—2(k+1) _ (k+2)2(k+1) LooD
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Nota: Por lo tanto se demuestra que la expresidn anterior es vdlida para n=k+1,
concluyendo que la misma es verdadera para todos los nUmeros naturales.

Ejercicio 7:

Verifique que para todo nimero natural n se cumple ns2™-1

Desarrollo
1. Se verifica el cumplimiento para n=1, reemplace
1< 2t

1<2°

1<1
2. Suponemos que para n=k es verdadero ( Hipdtesis Inductiva)

k < 2k-1

3. Se debe demostrar que para n=k+1 (Tesis Inductiva), la expresién es verdadera

k+1 <20+
k+1<2k T.I

i. Se comienza la demostracién utilizando la hipdtesis inductiva, detallada a
continuacion:

k<21 (1) H.I

ii. Conocemos que k+1 es menor o igual a 2k

k+1<2k (2)

iii. Multiplicando la expresién (1) y (2) tenemos que:

k(k+1) <2k Y; k>0
k+1<202k1)

k+1<2fF LQOD.
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Nota: Por lo tanto se demuestra que para n=k+1 es verdadera concluyendo, que la

expresion anterior es valida para todos los numeros naturales.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Fuente: SAEZ Eduardo, SZANTO Ivan, induccién matematica, Ejercicios 3y 4,

literales 1, 4 y 1 respectivamente. pag. 7y 8.

1) Pruebequelaféormulal-2+2:3+3-4+..+n-(n+1) =Wes valida

para todo natural n.

2) Demuestre que para todo natural n, n® - n es divisible por 5.

R: n®>-n esdivisible por 5

3) Demuestre por induccion las siguientes igualdades

a) 12 4 2%2+32%+..4n? = —n(nﬂ(z(ﬂz)

b)  n+1)(n+2)(n+3)..(n+n)=2"*x1x3x5x(2n—1)

€) 12 — 22437247 + _+(—1)"In? = (-1)"1 HE

d) A-2N(1-5) (I-—= ) =2

m+12 7 2n+2
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CAPITULO 2

ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Grdfica 7: Estadistica Descriptiva e Inferencial

2.1 Definiciones Preliminares

1. Poblacidn: Es el conjunto de todos los elementos correspondientes al experimento
analizado, poblacion no es sindnimo de un conjunto inmenso, si no que depende del
experimento analizado.

2. Muestra: Es una parte de la poblacidn y esta debe ser representativa, la misma que
se escogera segun una metodologia, que asegure la propiedad.

3. Variable: Son caracteristicas de un experimento, las variables se clasifican en:

Se clasifica seguin una escala de medicion.
Nominales.- Los datos pueden ser Ordinales.-Los datos pueden ser contados y

contados pero no pueden ser ordenados ordenados pero no pueden ser medidos. Los

o medidos. datos deben tener un orden natural.

Ningun atributo Atributo: orden

Ejemplo Ejemplo

Género: Masculino, femenino Estudios: Primaria, secundaria, universidad
Religidn: Catdlica, Testigos de Jehova Estaciones del aifio: primavera, verano,

otofio, invierno
Dicotémicas: Cuando tenemos dos categorias.

Politémicas: Mas de dos categorias.
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Grdfica 8: Tabla de variables Cualitativas

Se clasifican seguin una escala de medicion.

Intervalo.- Tienen la particularidad de Razon.- Tiene la particularidad de tener “cero
tener “cero relativo”, no significa absoluto”, significa carencia de la

carencia de la caracteristica, depende de  caracteristica.

la escala de medicion.

Atributo: Orden y distancia Atributo: Orden, distancia y origen.
Ejemplo Ejemplo
temperatura: -10°, 0°,10°,20° Peso: Okg, 150 kg, 200 kg.

Numero de hijos: 0, 1, 2
Continuas (medibles): Se refiere a variables que se pueda medir.

Discretas (contar): Se refiere a variables que se pueda contar.

Grdfica 9: Tabla de variables Cuantitativas

4. Modelo Matematico: Es la representacion de una realidad, dicha realidad se
representa mediante expresiones matematicas.

5. Modelo Deterministico: Es aquel donde los pardmetros estdn determinados o
son fijos, Ejemplo: x = v t, se puede observar en la expresidon anterior, no

depende o no es funcién de un error, por lo tanto es determinista.

TIPS DE “R” CONJUNTOS

R R Console (== =]
> § y= 3+2x; modelo determinista

> § y= 34+2x + & ; modelo probabilistico

o o®<- c(1l:50)

> yl<-3+2%x

¥ y2<-3+2%x+rnorm (50, mean=3,sd=3)

> par (mfrow=c(1l,2))

> plot(x,y1,'1")

> plot(x,y2,'1")

> |
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R R Graphics: Device 2 (ACTIVE) = e =
=
s | _]
—] (o] —
oo
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— = _|
=
& =
I I I I I T I T I I I T
0 20 40 0 20 40
X X

llustracion 4 de R: Modelo probabilistico.

6. Modelo Probabilistico: Es un modelo de la realidad, la cual es aleatoria o
estocastica, Ejemplo: y = a + bx + error, por lo tanto el modelo es probabilistico.

7. Estadistica Descriptiva: Es la ciencia que recolecta datos, los analiza, los ordena,
los procesa (mediante herramientas matematicas), finalmente obteniendo
informacidén para una toma de decisiones.

8. Estadistica Inferencial: Se basa en una muestra, la misma que debe ser
representativa, obtenida mediante metodologias, en base a la muestra se puede
inferir (concluir) las caracteristicas de la poblacion.

9. Estadistico: Son las caracteristicas de una muestra.

10. Parametro: Son las caracteristicas de la poblacidn.

2.2 Medidas de tendencia central

2.2.1 Media muestral

Matematicamente la media muestral se expresa:

X1+ X3+ X3 0 2y

x|

Il

Il
S|
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La media muestral, se podria considerar como el valor representativo de un conjunto de

datos analizado.
Ventajas de la media muestral

e Esfacil de calcular.
e En la grafica de frecuencia representa el centro de gravedad, el mismo que
equidista de los demas puntos.

Desventajas de la Media Muestral

e Sensibilidad a valores extremos (muy altos o muy bajos).
e No es recomendable emplearla en distribuciones muy asimétricas

Ejercicio 8:
Dados los siguientes datos: 2, 6, 11, 8, 11, 4, 7, 5, 90, encuentre la media muestral.

Desarrollo

2+6+11+8+11+4+5+5+9O_16
5 =

Se podria decir que 16, es el valor representativo del conjunto de datos.

X =

En el conjunto de datos se observa valores atipicos por lo que se va a calcular una media
al 30%, podriamos asumir que los valores atipicos son 2,4 y 90 del conjunto de datos.

Calculando la media al 30%, se tiene lo siguiente:

100% - 9

30% - x -»x=3

Lo que indica que tres valores no se tomaran en cuenta en el célculo.

_ 6+11+84+11+5+7
X309% = 6 =8

Lo que indica que el valor representativo, sin los valores atipicos es 8.

Observacion: Cuando se tiene valores atipicos es recomendable utilizar una media
cortada, generalmente a un 5y 10%.
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TIPS DE “R” MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Promedio.

Variable <-mean(datos)
i R Console (32-] ™ = =

Archive Editar Misc Paquetes Ventanas Ayuda

3 4,5,7,8,10)

> tiempo<-c(Z2,8,4,6,3,9,1,49,5,7,
> promedio tiempo<-mean (tiempo)
> promedio tiempo

[1] S5.583333

>

llustracion 5 de R: Promedio

Utilizamos la funcién mean (datos), para calcular el promedio de los datos ingresados.

TIPS DE “R” MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Funciéon promedio

R Sin nombre - Editor R = ==

#funcidn promedio
gastos_diarios_alumnos <- c(3,5,6,8,4,2,9)
fgastos<— function (x) {
n=length (x)
s<-0
for{i in 1:n){
s<—-s+x[i]
}
r<-s/n

print("la suma v el promedio de gastos son:"™)
return(c(s,xr))
}

fgastos (gastos_diarios alumnos)

W

llustracion 6 de R: Funcion de promedio en R.
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2.2.2 Moda muestral

La moda muestral es una medida de tendencia central, es el dato que mas se repite, mas
de uno en el conjunto observaciones. Representado por Mo, el cual no es Unico.

Ventajas de la moda muestral:

e Es util cuando hay agrupaciones con diferentes valores
e Facil de reconocer.

Desventajas de la moda muestral:

e Puede no existir en algunos datos

e Puede existir mas de una moda

e Puede estar demasiado lejos del centro de gravedad de los datos

e En distribuciones muy asimétricas suele ser un dato muy poco representativo

Ejercicio 9:

Se tiene el siguiente conjunto de edades de una escuela: 7,7, 5, 4, 6
Desarrollo

La moda del conjunto de datos es Mo=7.

Nota: Con los datos anteriores se puede verificar que la moda de ese conjunto es la edad
7, ya que es la que tiene mayor frecuencia. A la vez si se tuviese el siguiente conjunto de
edades, 7, 7, 6, 6, 4, 5, 8, tendriamos como moda las edades 7 y 6 ya que son las que
tienen mayor frecuencia e iguales.

TIPS DE “R” MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Para este tema necesitaremos dos paquetes, los mismo que pueden ser instalados al
digitar las siguientes expresiones indicadas abajo:

install.packages('modeest’)

library(modeest)

La funcién “mfv(datos)” es la que se ha de utilizar para encontrar la moda de un conjunto
de datos.
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R Reonsole (64-biy @ - © HEM
Archive Editar Misc Paguetes Ventanas Ayuda

» temperatura<-c(20,20,10,8,9,20,9,8,3,2,1,4,
> miv|temperatura)

[1] 20

5]

r1:20)

(13

llustracion 7 de R: Moda de un conjunto de datos.

2.2.3 Mediana muestral

Es el valor a partir del cual el 50% de datos estan sobre ese valor y el otro 50% de datos
estan bajo ese valor, no es sensible a datos atipicos (Md).

La mediana se puede calcular a partir de datos que deben estar ordenados de menor a
mayor, cuyo calculo se puede realizar mediante la siguiente expresion.

X (n_+1) Sin (# de terminos)es impar
Md =

i

1
E(X%+X(2 )> Sinespar

Ventajas de la mediana muestral:

e No es sensible a los valores extremos.
e Es facil de interpretar.
e Esrecomendable para distribuciones muy asimétricas.

Desventajas de la mediana muestral:

e Se deben ordenar los datos para el calculo.
e Los valores extremos pueden ser importantes.
e Se emplea solo en variables cuantitativas.
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Ejercicio 10:

Para datos impares

Dado los siguientes datos: 2, 2, 3, 4, 5 encuentre la mediana muestral.

Desarrollo
X,=2
X, =2
X;=3
X, =4
X5=5

Ma= e

Md = X(S-;—_1)=X3 =3

Para datos pares
Dado los siguientes datos: 3, 3,4, 4,4, 5, 6, 7, 8, 23, encuentre la media muestral.
Desarrollo
3,3,4,4,4,5,6,7,8,23

Md = %(xS + Xx¢)

Md = §(4+5)=4,5

Ejercicio 11:
Se tiene 20 datos, obtener el valor del conjunto de datos en la posicion indicada.
Desarrollo

Se ordena de menor a mayor como se indica a continuacidn, y se procede a realizar el
calculo:

X259, = Xp25.20 = X5 = es el valor que esta en la posicion quinta del
conjunto de datos.

Xeoy = XO,60*20 = X,

X330 = X0,33*20 = Xy
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X759 = Xo,75420 = X15

2.3 Medidas de dispersion
TIPS DE “R” MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Mediana.

En el calculo de la mediana de un conjunto de datos, se utiliza la funcion “median(datos)”.

= Sin nombre - Editor R = B

Archive Editar Paquetes Ayuda
temperatura<s—o (20,20,10,8,9,20,92,8,3,2,1,4,5,7,20)
rr.edian(terr.peratara]l

llustracion 8 de R: Mediana en R.

2.3.1 Rango

Es una medida de dispersiéon (diferencia) es igual a su valor maximo menos su valor
minimo, representa la maxima dispersion existente en el conjunto de datos.

Habitualmente el rango se utiliza para el cdlculo de la desviacidon empirica, que es igual
a:

R
s empirica = 7

Se utiliza la desviacién empirica cuando inicialmente en una investigaciéon no se posee
ninguna informacién.

Ventajas del rango

e Util cuando se quiere conocer la extensiéon de las variaciones extremas (valor
maximo de la dispersién).
e Facil de calcular.

Desventajas del rango

e No es una medida de dispersion con respecto al centro de la distribucion.
e Solo emplea dos valores en su calculo.

TIPS DE “R” MEDIDAS DE DISPERSION




Estadistica y probabilidad con
Ing. Mat. Willam Caiza, docente UPS.
Rango.

Para el calculo del rango se utiliza la funcién “ range (datos) “

R Sin nombre - EditorR = W

Archive Editar Paquetes Ayuda
temperatura<-c(20,20,10,8,9,20,9,8,3,2,1,4,5,7,20)
range [terr.peratara]|

llustracion 9 de R: Rango en R

2.3.2 Varianza muestral

Es un valor representativo de la dispersién de un conjunto de datos con respecto a la
media, su cdlculo se puede realizar:

s2 = 211'1=1(xi - f)z

n—1

Ventajas varianza muestral

e Es (til cuando se compara la variabilidad de dos o0 mas conjuntos de datos.
e Utiliza toda la informacién disponible

Desventajas varianza muestral

e No proporciona ayuda inmediata cuando se estudia la dispersion de un solo
conjunto de datos, no hay con quien comparar.
e Dificil de interpretar por tener sus unidades elevadas al cuadrado.

Ejercicio 12:

Dados los siguientes datos: 11, 2, 6, 8, 11, 4, 7, 5, encuentre la desviacion estandar.
Desarrollo

_ 114+2+6+8+114+4+7+5

X = =6,75
8

52 =Z?=1(x1_f)2

n—1
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,  (11-675)2+ (2—6,75)2+ (6 — 6,75)2 + (11 — 6,75)2 + (8 — 6,75)% + (4 — 6,75)% + (7 — 6,75)? + (5 — 6,75)?
S =
7

s2=10,21 - Eselvalor representativo de la dispersién de ese conjunto de datos.

TIPS DE “R” MEDIDAS DE DISPERSION

Varianza.
La funcion “var (datos)” se utiliza para calcular la varianza de un conjunto de datos.

R R Console (64-bit) =
Archive Editar Misc | Paguetes | Ventanas Ayuda
A
> temperatura<-c(20,20,10,8,%,20,%,8,3,2,1,4,5,7,20)
> Var (temperatura)
[1] 48.06667
> |
v
llustracion 10 de R: Varianza en R
TIPS DE “R” MEDIDAS DE DISPERSION
Programa de R, para calcular la varianza.
= Sin nombre - Edite = - =

Archivae | Editar Paquetes Ayuda
datos<—Cc (3,5, 3.5, 2.5,2)
datos

media datos<-—mean (dato=)
media datos
Fwvarianzac—Ffunccion (x) {

S<—0

For{(didi im 1:lengthi{x) )

i
S<—S+(x[1] —media datos) ™2
¥

D<—5) (length (x) —1)
returon{c(S.2) )

¥
fvarianza(datos”

llustracion 11 de R: Funcidn propia en R. de la varianza
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2.3.3 Desviacion estandar

Es el valor representativo de la dispersién de un conjunto de datos con respecto a la
media, la diferencia entre la varianza y la desviacion estandar es que esta no tiene sus
unidades elevadas al cuadrado, se la representa mediante “s”.

Matematicamente:
s?2 =Var(x)

s = /Var(x)

Observacion: se puede notar que las unidades de la desviacién estandar corresponden
a las unidades de los datos.

Ventajas desviacion estandar

e Esta expresada en las mismas unidades que la variable en estudio.
e Utiliza todas las observaciones en su cdlculo.
e Facil de interpretar.

Desventajas desviacion estandar

e Essensible alas unidades de medida.

Ejercicio 13:
Demostrar:
, Xx—®F ¥ xf-nx?
T oon-—-1 n—-1
Desarrollo
2 X(x; —%)°
n—1
, 2} —2x% + x°)
5= n—1
, XX} =X 2x% + Y %
5= n—1
5 Yx? -2y x; + Y x>
5= n—1

, X X} —2nx?+nx?
S =

n—1
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,  Xxf —nx?
g ==

n—1
X

Nota: x = 2
n

Y Xx;=nx

Ejercicio 14:

Encontrar la varianza y la desviacidn de las siguientes edades del saldn de clases.

x = “edad”
x, =22
x, =21
x3 = 23
X4 =22
X = 22
xe = 19

X = 21.5 ; 21.5 afos es la edad representativa del saldn de clases.

Desarrollo (Primera forma)

, X —x)?
T on-—1

SZ

(22 -21,25)* + (21 — 21,25) + (23 — 21,25)% + (22 — 21,25)% + (22 — 21,25)? + (19 — 21,25)?
N 5

s2=1,9

s =+/1,9 = 1.38; 1.38 afios es la dispersién existente entre cualquier par de edades
del salon de clases.

Desarrollo (Segunda forma)

> x? — nx?
T
o @224 @17 + (232 + (22)° + (222 + (19)%] - 6(21,5)°
- 5
s2=1,9

s=419=1.38

Nota: Indica que la diferencia promedio entre par de edades es aproximadamente de
1.38 afios.
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TIPS DE “R” MEDIDAS DE DISPERSION

Desviacion Estandar.

La funcion que utiliza R, para el calculo de la desviacion estandar es “sd (datos)”.

R Sin nombre - Editor R = K

Archive Editar Paquetes  Ayuda
temperatura<-c(20,20,10,8,9,20,9,8,3,2,1,4,5,7,20)
sditerr.perataraﬂ

R R Console (64-bit) - =
Archive Editar Misc  Paquetes Ventanas Ayuda
s
> temperatura<-c(20,20,10,8,9,20,9,8,3,2,1,4,5,7,20)
> zd(temperatura)
[1] &.933013
> |
W

llustracién 4 Desviacion estandar en R

2.3.4 Intervalo de confianza

[x +ks;] (1)

La expresion (1), representa el intervalo de confianza de las medias, k es el
cuantil de la distribucidon normal y S; es la desviacién estandar de la media.

S—S
x_\/ﬁ
_ S

x—k—:x+k
Vn

]
\/;

Calcular el intervalo de confianza de las edades del salén de clases, al 95% de confianza

tenemos:
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1.38

iy S -y

N Ve

[ ( 1.38) ( 1.38)]

215 — (196 ——) : 215+ (1.96 —
NG Ve

[20.4 anos ; 22.6 aios]

[21.5 -k

En un 95% las edades del saldn de clases se encuentra entre 20.4 afios a 22.6 afos.

2.4 Medidas de Posicion (Cuantiles)

Indica la posicién del valor del dato analizado, dentro del grupo y debe estar ordenado

de menor a mayor.

2.4.1 Cuartiles

Q1: Es el valor a partir del cual el 25% de datos estan bajo ese valor, y el 75% de datos
sobre ese valor.
Q2: es el valor a partir del cual el 50% de datos estdn bajo ese valor, y el 50% de datos
sobre ese valor.
Q3: es el valor a partir del cual el 75% de datos estan bajo ese valor, y el 25% de datos
sobre ese valor.
Ventajas de los cuartiles
e Ayudan a describir la posicién que tiene cada valor especifico en relacién al

conjunto de datos.

Desventajas de los cuartiles
e Sila distribucidn es simétrica, los cuartiles deben estar a la misma distancia de

la mediana.

e Cuando el numero de observaciones es impar, la observacion del medio es la
mediana.

e El rango entre cuartiles no es muy conocido.

e Los cuartiles son sensibles a valores externos
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2.4.2 Deciles

D1: es el valor a partir del cual el 10% de datos estan bajo ese valor, y el 90% de datos

sobre ese valor, existen diez deciles: D1, D2,..., D10.

Ventajas de los deciles
e Nos dice como esta posicionado un valor

e Determina el valor que ocupa una posicion

Desventajas de los deciles
e No reflejan ninguna tendencia central, sino una posicion de la distribucién de

los datos.

e Debemos ordenar los datos antes de cualquier célculo.

2.4.3 Percentil
Hay cien percentiles, y cada uno posiciona un valor dentro del rango.

P1: es el valor a partir del cual el 1% de datos estan bajo ese valor, y el 99% de los datos

sobre ese valor, asi cada uno de los 99 percentiles restantes.

Ventajas de los percentiles
o Nos dice la posicién de un valor en relacién a una muestra.

e Esta dividido en partes y cada una representa un percentil
e Es facil y muy util de determinar mediante la férmula de posicion

e Se utiliza para analizar datos

Desventajas de los percentiles
e Se debe organizar la muestra para poder calcular su posicion
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Cuantiles

Para calcular el cuantil de un conjunto de datos utilizamos la funcién “quantile(datos)”.

R R Console [E=X Eo ==
» datos<- c(20, 19, 1¢,16,19,22,1%,23,17,18,19)

» guantile (orden,0.25)

25%

17.5

>

llustracion 13 de R. Cdlculo del cuantil en R.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

(Estadistica - Métodos y aplicaciones, 2da Edicidon, Edwin Galindo, Ejercicios: Analisis
Exploratorio de datos pag. 43, 44,45, literales: (5, 10, 13,14, 20, 21, 23, 25,26).
1) Uninversor tiene ahorros repartidos en 3 depdsitos con 2000, 5000 y 10 000 délares,
respectivamente. Si el primero le rinde un 5% anual, el segundo un 4% anual y el
tercero un 2% anual. ¢Cual es el tipo de interés que recibe?

Respuesta: 2.94%

2) Dados los datos y sus frecuencias

X; 1 3 6 9 10

fi 8 20 25 10 2

Halle:
a) Q2
b) Media
c)S
d) RIQ

Respuesta: a) Q2=6; b) x=5.046; c) S=2.63; d) RIQ =3

3) Latabla muestra la temperatura nocturna (en 2 C) durante 200 dias.

Intervalo Frecuencia Intervalo Frecuencias
2-4 21 12-14 14
4-6 16 14-16 20
6-8 15 16-18 22

8-10 26 18-20 18
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10-12 23 20-22 25

Encuentre:

a) Media

b) Mediana

c) cuartiles inferior y Superior

4)

5)

6)

7)

Respuesta: x=12,29; Q1 =7.73; Q2 =11.91; Q3 =17.36

Un automovil ha recorrido los 832 km que separan Loja de Esmeraldas, permutando
regularmente las 5 llantas (incluida la de emergencia) para que todas tengan igual
desgaste. ¢ Cual es el recorrido promedio de cada llanta?

Respuesta: 665.6 km

EL kilometraje que marca un auto, luego de 4 afos de uso, es 100 mil kilémetros, Si el
duefio lo compro nuevo y lo hace descansar 1 dia, luego de usarlos 4 dias seguidos.
¢Cual es el recorrido promedio diario de los dias manejados, considerando anos de
365 dias?

Respuesta: 85.62 km/dia

Se tiene 4 numeros. Al aiadir el promedio de 3 de ellos al nimero restante, se
obtienen los nimeros 17, 21, 23, 29. Si se excluye al mayor de estos nimeros, ¢ Cudl
es el promedio de los 3 restantes?

Respuesta: 8

El promedio de 53 nuimeros es 600. Si se elimina 3 nimeros consecutivos, se observa
que el nuevo promedio aumenta en 5%. ¢Cudl es el mayor de dichos nimeros
consecutivos?

Respuesta: 101
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2.5 Descripcion de datos con datos individuales y agrupados

La descripcidn de los datos, se la realiza mediante una tabla de frecuencias, tanto para

datos individuales como agrupados, la misma que consta de la siguiente informacién:

Frecuencia (f;): Es el nimero de veces que se repite un dato; también es el
numero de datos de contiene la clase i.

Frecuencia Relativa (f,;): Es el tanto por uno, se obtiene dividiendo la frecuencia
del dato para el niumero total de datos; también es el nimero total de datos de

la clase i, dividida para el numero total de datos f,; = %

Frecuencia Acumulada (F;): Es igual al nUmero de datos hasta un dato en
particular; también es igual al nUmero de datos hasta la clase i.
Frecuencia Relativa Acumulada (F,;): Es el tanto por uno, hasta la clase i, y es

igual a frecuencia acumulada hasta la clase i dividido para el nimero de datos
_ Fi

F,; = -

Tabla de frecuencia: Es una representacion agrupada de los datos para facilitar

su interpretacidn, la tabla de frecuencias puede ser desarrollada mediante datos

individuales o datos agrupados (clases).

Ejercicio 16:

Dados los siguientes datos, correspondientes a los tiempos de servicio en minutos por
dia, calcular e interpretar la tabla de frecuencia con datos individuales

Tiempo Personas Tiempo frecuencia frecuencia Frecuencia Frecuencia Frecuencia
de atendidas  total relativa relativa Acumulada Acumulada Acumulada
servicio de del de las de tiempo de las relativa del
por servicio tiempo personas total de personas tiempo
persona total de  atendidas servicio atendidas total de
servicio servicio
1,8 1 1,8 0,012 0,03 1,8 1 0,012
2,1 1 2,1 0,013 0,03 3,90 2 0,025
2,2 1 2,2 0,014 0,03 6,10 3 0,039
2,5 2 5 0,032 0,05 11,10 5 0,071
2,7 1 2,7 0,017 0,03 13,80 6 0,088
2,8 2 5,6 0,036 0,05 19,40 8 0,124
2,9 2 5,8 0,037 0,05 25,20 10 0,162
3,1 2 6,2 0,040 0,05 31,40 12 0,201

Frecuencia
relativa
acumulada
del tiempo
las
personas
atendidas
0,03
0,05
0,08

0,13
0,15
0,20
0,25
0,30
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3,5 2 7 0,045 0,05 38,40 14 0,246
3,6 4 14,4 0,092 0,10 52,80 18 0,338
3,7 2 7,4 0,047 0,05 60,20 20 0,386
3,8 1 3,8 0,024 0,03 64,00 21 0,410
3,9 1 3,9 0,025 0,03 67,90 22 0,435
4,1 2 8,2 0,053 0,05 76,10 24 0,488
4,2 2 8,4 0,054 0,05 84,50 26 0,542
4,3 1 4,3 0,028 0,03 88,80 27 0,569
4,4 1 4,4 0,028 0,03 93,20 28 0,597
4,5 1 4,5 0,029 0,03 97,70 29 0,626
4,7 1 4,7 0,030 0,03 102,40 30 0,656
4,8 1 4,8 0,031 0,03 107,20 31 0,687
4,9 2 9,8 0,063 0,05 117,00 33 0,750
51 3 15,3 0,098 0,08 132,30 36 0,848
5,6 1 5,6 0,036 0,03 137,90 37 0,884
5,7 1 5,7 0,037 0,03 143,60 38 0,921
6,1 1 6,1 0,039 0,03 149,70 39 0,960
6,3 1 6,3 0,040 0,03 156,00 40 1,000
40 156

Analisis de la tabla

El total de tiempo de servicio de las tres persona es de 15.3 minutos, cada una de ellas
fueron atendidas en 5.1 minutos, estos 15.3 minutos me representan el 9.8% del tiempo
total ocupado del dia de servicio, las tres personas representan el 8% del total de
personas atendidas durante el dia de servicio.

Hasta los 132.3 minutos del tiempo de atencién fueron atendidas 36 personas, este
tiempo representa el 84.8% del trabajo neto de atencidn, las 36 personas representan
el 90% de las personas atendidas durante el dia de trabajo.

Ejercicio 17:

Obtenga la Tabla de Frecuencia, mediante datos agrupados para los siguientes 40 datos
de una muestra, correspondiente al tiempo (minutos) que se utilizé para atender a las
personas en una estacidn de servicio durante un dia.

Desarrollo

Datos:
3,1 49 2,8 3,6
4,5 3,5 2,8 41
29 2,1 3,7 41
2,7 42 3,5 3,7
3,8 2,2 4.4 29

51 18 2,5 6,3

0,35
0,45
0,50
0,53
0,55
0,60
0,65
0,68
0,70
0,73
0,75
0,78
0,83
0,90
0,93
0,95
0,98
1,00
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2,5 3,6 5,6 4,8
3,6 6,1 51 3,9
4,3 5,7 4,7 3,6
51 4,9 4,2 31

NUmero de clase = vnamero de datos

Numero de clase = V40 =6,32455532 =6

Nota: El numero de clases también se puede calcular mediante la siguiente expresion:
NC =1+ 3.3 Log (N)
Donde:

NC = Nimero de Intervalos
Log = Logaritmo base 10
N = Numero de datos

Longitud del histograma = Valor maximo — Valor minimo

Longitud del histograma= 6,3 -1,8=4,5

longitud del histograma

Ancho de la clase=
# de clases

Ancho de la clase= %5 =0,75=0,8

Tabla de frecuencia

Clase i lim.inferior lim.superior fi fri F Fri
1 1,8-0,05=1,75 1,75+0,8=2,55 5 0,13 5 0,12
2 2,55 3,35 7 0,18 12 0,30
3 3,35 4,15 12 0,3 24 0,6
4 4,15 4,95 9 0,22 33 0,82
5 4,95 5,75 5 0,12 38 0,95
6 5,75 5,75+0,8=6,55 2 0,05 40 1,00

Interpretacion

Una de las interpretaciones es: 12 personas fueron atendidas en un intervalo de 3.35 a
4 .15 minutos, las 12 personas representan el 30% de las personas atendidas, hasta los
4,15 minutos fueron atendidas 24 personas, las cuales representan el 60% del total de
personas atendidas
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El andlisis de los datos se las ha realizado mediante datos individuales y datos agrupados,
generalmente el andlisis que se realiza mediante datos agrupados ya que el proceso se

realiza con una gran cantidad de datos.

Media de datos agrupados:

I

k

B 1

= anifi
=1

Varianza de datos agrupados:

2 1 . -\ 2
§7=—— fi(m; — %)

n—1
n numero de datos
k numero de clase

m; Marca de la clase i (es el punto medio de la clase)

fi Frecuencia de la clase i

Ejercicio 18:

La tabla de frecuencias siguiente contiene los datos agrupados en 6 clases del nimero

de articulos vendidos por un almacén en 50 dias.

m; 15 25 35 45 55 65
fi 2 10 12 14 9 3
Encuentre:
a) Media

Desarrollo
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1
X = %(m1f1 +myf, + mafs + mufs + msfs + mefe)

1
f=%(15*2+25*10+35*12+45*14+55*9+65*3)

x =404

Interpretacion: Indica que diariamente se ha vendido en promedio 40 articulos.

b) Varianza

Desarrollo

1
5% = e [2(15 — 40,4)? + 10(25 — 40,4)? + 12(35 — 40,4)% + 14(45 — 40,4)?

+9(55 — 40,4) + 3(65 — 40,4)?]
s? =164,12
s =12,81
Interpretacion: Indica que la diferencia de ventas entre dias fue aproximadamente de

13 articulos.

Ejercicio 19:
Se dispone de los siguientes datos incompletos en una tabla de frecuencia. Se conoce

gue la media calculada con los datos agrupados es 19.7 y n= 40.

Numero Clase Marca f F fr F,
1 2 0,05
2 0,25
3 [15,20) 14 0,6
4
5 36
6 0,975
7

Desarrollo
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F3 = FT‘3(40) = 06(40) = 24 F2 = F1 + f2
10=2+f,
Fg = 0,975(40) = 39 Fg = Fs + f¢
39=36+f,
K 1
1 . 19,7 =-—(75%2+ 1258+ 17,5* 14
X = - mi, fi 40
i=1

+22,5f, + 27,5f5 + 32,5
*3+37,5%1)

788 = 495 + 22,5f, + 27,5f5

293 = 22,5, + 27,5f; ().

fatfs=12 (2) Resolviendo (1) y (2)
203 = 22,5(12 — fs) + 27,5f
203 = 270 — 22,5f; + 27,51

23:5f5
f5=4',6--'5
fo+5=12

fa=7




Numero

1

2
3
4
5
6
7

Clase
[5,10)
[10,15)
[15,20)
[20,25)
[25,30)
[30,35)
[35,40)

Tabla de distribuciones

Marca f F
7,5 2 2
12,5 8 10
17,5 14 24
22,5 7 31
27,5 5 36
32,5 3 39
35,5 1 40
EJERCICIOS PROPUESTOS
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fr
0,05

0,2
0,35
0,175
0,125
0,075
0,025

Fy
0,05
0,25

0,6

0,775

0,9

0,975

1) Latabla muestra la distribucion del ingreso familiar mensual de 80 familias.

Determine el nimero de familias que tiene un ingreso menor a 800 délares

mensuales.

Clase

640-680

680-720

720-760

760-800

800-840

48

60

0,125

0,075

Respuesta: 76

Fuente: GALINDO Edwin, Estadistica - Métodos y Aplicaciones, ProCiencia Editores 2011,

Ejercicios: Analisis Exploratorio de datos pagl8.
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2) Se dispone de los siguientes datos incompletos en una Tabla de Frecuencias,

completar la Tabla:
Numero Clase Marca f F f/n F/n

1 [1,2) 1

3 0.25

6 0.05

3) Enlaen la tablaindicada los tiempos de espera en las ventanillas de un banco. Halle

el tamafio de la muestra y complete la tabla de distribucion de frecuencias.

Tiempo (min) Frec. absoluta Frec. Relativa
0-3 32
3-6 0.30
6-9
9-12 8 0.05
12-15 0.10

Respuesta n = 160
Fuente: GALINDO Edwin, Estadistica - Métodos y Aplicaciones, ProCiencia Editores 2011,

Ejercicios: Analisis Exploratorio de datos pagl8.
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4) Halle el tamaiio de la muestra y reconstruya la siguiente tabla asimétrica de

distribucion de frecuencia.

Intervalo Frec. Absoluta Frec. Relativa Frec. Relativa acumulada
10-12 7
12 - 0.24
- 0.52
- 5
18-20

Respuesta: n=50
Fuente: GALINDO Edwin, Estadistica - Métodos y Aplicaciones, ProCiencia Editores 2011,

Ejercicios: Analisis Exploratorio de datos pagl8.

5) La tabla muestra la distribucidn del ingreso familiar mensual de 80 familias.
Complete la tabla y determine el nimero de familias que tienen un ingreso menor a

800 dolares.

Intervalo Frec. Absoluta Frec. Absoluta acumulada Frec. Relativa

640 — 680

680—-720 48 60

720-760 0.125

760 - 800 0.075

800 -840

Respuesta: 76

Fuente: GALINDO Edwin, Estadistica - Métodos y Aplicaciones, ProCiencia Editores 2011,
Ejercicios: Andlisis Exploratorio de datos




Estadistica y probabilidad con

Ing. Mat. Willam Caiza, docente UPS.

2.6 Medidas de forma

2.6.1 Asimetria

La asimetria de una distribucién hace referencia al grado en que los datos se distribuyen
en forma uniforme a partir de una medida de tendencia central a la derecha o a la
izquierda, se define como:

Caso A: As >0 Asimetria Positiva
Caso B: As =0 Simetria

Caso C: As < 0 Asimetria Negativa

Grdfica 2 Asimetria.

Ejercicio 20:

Dado los siguientes datos calcular el coeficiente de asimetria

X xXi—X (x; —X)2 (x; —%)3
2 2 4 8
4 0 0 0
8 4 16 64
2 2 4 8

24 64

=
I
NN
o
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48
Z 12

((%)mf T 1469

Conclusiodn: El coeficiente de asimetria para los datos anteriores es igual a 0.82, lo que
indica que hay una asimetria positiva es decir hay mas datos a la izquierda de la media.

As = 0.82

2.6.2 Curtosis

El coeficiente de apuntamiento o curtosis de una variable sirve para medir el grado
concentracion de los valores en torno a su media, se calcula de la siguiente manera:

Y, —x0)*

— n

A la expresién se le resta 3 ya que valdria cero si la distribucién fuera Normal,
tomandose a ésta como referencia.

Caso A: k>0, distribucién Leptocurtica
Caso B: k=0, distribucion Mesocurtica (distribucion Normal)

Caso C: K< O, distribucion Platicurtica

Grdfica 3 Curtosis

Ejercicio 21:
Dados los siguientes datos 2, 4, 8, 2 calcular la curtosis.

X X —X (x; — X)* (x; —x)*
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2 -2 4
4 0 0
8 4 16
2 -2 4
TOTAL: 0 24
Xx=4
288
4 72
k=—23 __3=-_"_3=2-3=-1

Chls

16
0
256
16
288

La curtosis es igual a -1, su distribucion es achatada alrededor de la media.

= Sin nombre - Editor R = e =

datos <— c(2,4,8,2)

kE «—function (x) {
wvocentradod <— (x-mean(x)) ™4
svcentradod «<-— sum(vcentradod)
md<— swvcentradod,length (datos)

wvecentradoZ<-— (x-mean (x) ) ™2
svecentradoZ<— =sum(wvcocentradol)

s <—sgrt (svocentrado2/length (datos) )
kKk<— (m4/="4)—-3

return (o (kKk) )

k(dataos)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Fuente: Libro Galindo pagina 43, Literales: (2,3) y libro Estadistica Descriptiva de S. Fernandez
pagina 259)

1) Dadas n= 8 mediciones: 4, 2, 6, 5, 7, 5, 4, 6, encuentre:

X,
La mediana;

S;
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d) El rango;
e) La asimetria;
f) La curtosis ;

Respuestas: a) x=4.875; b) Me=5; c) s=1.553; d) R=5; e) As=-0.644; f) Ap=0.592

2) Dadas n=9 mediciones:5, 8, 8,4, 4,9, 7,5, 4. Determine:

[ x;

° La mediana;
° S;

° El rango;

° La asimetria;
° La curtosis ;

Respuestas: a) x=6; (b) 5; (c) s=2; (d) R=5; e) As=0.362; (f) Ap=-1.826

3) La direccion general de trafico esta interesada en estudiar la educacion vial en los
jovenes. Para ello selecciona una muestra aleatoria de sujetos que acaban de obtener
el carnet de conducir (grupo 1) y otra con sujetos que lo tienen hace 5 afios (grupo 2)
y registra el n2 de veces que han perdido puntos en el ultimo afio. Los resultados se
muestran a continuacion:

Grupo 1: 1 2 4 1
Grupo 2: 2 7 7 8

Respuesta: x1=2; x2=6; S1=1,5; S2=5,5

4) Calcular el valor Asimétrico y Curtosis de los siguientes valores: 2,4,8,2

Respuesta: x=4; s=2,82, As=0,53; Ap=-1,86

5) Estudiar la simetria de los siguientes datos:

10-12-12-14-10-10-16-12-14-10
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Respuestas: x=12; s=2, As=0,53; As=0,6 Asimetria positiva.

2.8 Diagrama de caja

Son una presentacién visual que describe varias caracteristicas importantes al mismo
tiempo, tales como la dispersidn y simetria.

Para su realizacion se representan los tres cuartiles y los valores minimo y mdximo de
los datos, sobre un rectdngulo, alineado horizontal o verticalmente.

CONSTRUCCION:

Una gréfica de este tipo consiste en una caja rectangular, donde los lados mas largos
muestran el recorrido intercuartilico Q3 — Q. Este rectangulo estd dividido por un
segmento vertical que indica donde se posiciona la mediana y por lo tanto su relacién
con los cuartiles primero y tercero, recordemos que el segundo cuartil coincide con la
mediana.

Esta caja se ubica a escala sobre un segmento que tiene como extremos los valores
minimo y maximo de la variable. Las lineas que sobresalen de la caja se llaman bigotes.
Estos bigotes tienen un limite de prolongacion, de modo que cualquier dato que no se
encuentre dentro de este rango es marcado e identificado individualmente.

Ejercicio 22:

Dadas las siguientes edades de 20 personas, realizar el diagrama de caja y explicar.
36,25,37,24,39,20,36,45,31,31,39,24,29,23,41,40,33,24,34,40

Desarrollo:

Para calcular los pardmetros estadistico, lo primero es ordenar la distribucién

20 23 24 24 24 25 29 31 31 33 34 36 36 37 39 39 40 40 41 45

Calculos de cuartiles

Para calcular Q1, a los 20 datos lo dividimos para cuatro teniendo cada grupo 5
elementos, el primer cuartil es la media aritmética del valor que esta en la quinta
posicion y el siguiente:

Ql=(24+25)/2=24,5
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Para calcular Q2, a los 20 datos lo dividimos para dos grupos obteniendo para cada

grupo 10 elementos, la mediana es la media aritmética del valor que esta en la posicidn
décima y el siguiente:

Md=Q2 = (33 + 34)/2=33,5

Para calcular el Q3, a los 20 datos lo dividimos para el 75% de los valores, obteniéndose
un grupo de 15 elementos, el tercer cuartil es la media aritmética del valor que esta es
la posicién quince vy el siguiente:

Q3=(39+39)/2=39

DIBUJAR LA CAJAY LOS BIGOTES

| R R Console o]0

LR -

» datos <- c(20,23,24,24,24,25,29,31,31,33, 34,36, 36,37, 39,39, 40,40, 41, 45)
» par (mfrow=c(2,1),mar=c(3,5,3,5))

» hist(datos,main="Distribucion Normal",xlim=c(18,30],freq=T)

» boxplot (datos, vlim=c(13,50), horizontal=T)

3

.

R R Graphics: Device 2 (ACTIVE) [= = ][=]

Distribucidéon Normal

o

[

s wg

g o =

L | 1
20 a0 40 50
T T T T T 1
20 30 40 50

Grdfica 4 Diagrama de cuartiles

Interpretacion del diagrama
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La parte izquierda de la caja es mayor que la de la derecha; ello quiere decir que las

edades comprendidas entre el 25% y el 50% de la poblacidon estdn mas dispersa que
entre el 50% y el 75%.

El bigote de la izquierda (Xmim, Q1) es mas corto que el de la derecha; por ello el 25%
de los mads jévenes, sus edades son mas parecidas, que el 25% de los mayores.

El rango intercuartilico = Q3 - Q1 = 14,5; el 50% de la poblacion centrada alrededor de
la mediana y ordenada, la diferencia entre sus edades en promedio es de 14,5 anos.

2.9 Coeficiente de variacion

Es una de la variabilidad que indica la magnitud relativa de la desviacion estandar en
comparacion con la media.

Es util para contrastar la variacién de dos o mas variables que estan medidas en diversas
escalas, su calculo puede realizarse mediante la siguiente expresion:

S
CV = =x100
x

Ejercicio 23:

Con un micrémetro, se realizan mediciones del didmetro de un disco, que tienen una
media de 4.03 mm y una desviacién estandar de 0.012 mm; con otro micrémetro se
toman mediciones de la longitud de un tornillo que tiene una media de 1.76 pulgadas y
una desviacion estandar de 0.0075 pulgadas. ¢ Cual de los dos micrémetros presenta una
variabilidad relativamente menor?. Los coeficientes de variacién son:

0.012 0.0075
CVaiseo = 453 * 100 = 029% ¥ CVeornisio =~ * 100 = 0.42 %

Analizando, en la primera medicidon se exhibe una variabilidad menor con respecto a su
media que las efectuadas por la otra medicion.

Ejercicio 24:

Dos profesores que imparten diferentes materias a un mismo grupo deciden investigar
el coeficiente de variacién de una y otra materia, para lo cual se obtiene la media y la

desviacidn estandar respectivamente:
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. . . _ 1.2
Para la primera materia se tiene: X = 6.3; s, = 1.2;CV = Pt 100 = 0.19 %

Para la segunda materia se tiene: X =8; s, = 3;CV = z* 100 = 0.38 %

Se concluye que aunque las calificaciones en promedio son igual a 8 las calificaciones son

mas dispersas ya que el coeficiente de variacion es mayor para la segunda muestra.
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CAPITULO 3

PROBABILIDAD

INTRODUCCION

El concepto de probabilidad es abstracto. Por ende tratamos de dar una explicacién facil
y coherente del mismo, mediante la siguiente simulacion.

Conocemos a priori que la probabilidad de obtener una cara en el lanzamiento de una
moneda es 0.5, por lo tanto tenemos una inquietud ¢ Cémo obtener 0.5?

Realizamos el siguiente experimento “Lanzamiento de n veces una moneda y
observamos la f,- de obtener cara y sello”, como se describe en los siguientes graficos.

Experimento: "Lanzamiento de n veces de una moneda”
Experimento 1: n=10
Condiciones del experimento: 0 cara
1sello
1
0 frecuencia relativa de cara= 0,5
0 frecuencia relativa sello= 0,5
0
1
0
1
1
1
0

Grdfica 5 Probabilidad de n=1

Fperimento: "Lanzamiento de n veces de una moneda”
Experimento1:n=100
Condiciones del experimento: 0cara
1sello frecuencia de cara reltiva= 0,48
frecuencia de sello reltiva= 0,52
1 0 1 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1 0 0 1
0 1 1 1 0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 1 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

Grdfica 6 Probabilidad de n=100

Podemos concluir, que cuando el nimero de lanzamientos tiende al infinito:
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“La frecuencia relativa de obtencion de cara se estabiliza en un valor, llamado

probabilidad de obtener cara en el lanzamiento de una moneda”.

fr(cara) — lanzamientos tiende o — P(cara)

Probabilidad de cara

3.1 Fundamentos de la teoria de probabilidad

3.1.1 Principio basico de conteo o principio de multiplicacién
El principio indica, si un proceso se lo puede dividir en n subprocesos y cada subproceso
se puede realizar de 7y,..., 1;; maneras, entonces todo el proceso se lo puede realizar de

11 *1r,*...*,, maneras.

Ejercicio 25:

Se lanza un dado y una moneda. ¢Cudntos resultados diferentes se obtiene de este
experimento?

Desarrollo

Al lanzar el dado se puede tener m=6 resultados diferentes; mientras que al lanzar la
moneda se obtiene n=2 resultados diferentes. Por lo tanto, el nimero total de

resultados del experimentoes mxn=6x2=12.

Los doce resultados son:
Moneda ={ cara (c), sello(s)}

Dado ={1, 2, 3, 4, 5, 6}

{(1,¢),(1,9), (2,¢),(2,9), (3,¢),(3,9), (4,¢),(4,s), (5,¢),(5,s), (6,¢),(6,5)}

3.1.2 Permutaciones
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Son los arreglos (grupos) diferentes que se pueden hacer con los elementos de un grupo.

En estos arreglos se debe considerar el orden de los elementos incluidos, su calculo es:

n!

"= o

Ejercicio 26:

Dado el siguiente conjunto de letras= {a, b, c} encuentre las permutaciones de tres
objetos tomados dos de ellos, es decir 3P,

Desarrollo

3!
P, = (3-2)!

Los grupos son {ab, ac, ba, bc, ca, cb}, cabe indicar que “ab” es distinto de “ba” ya que
el orden si importa.

Ejercicio 27:

Se tiene un grupo de personas entre ellas Pedro, Betty y Juan sobresalen se quiere
formar una directiva de dos personas presidente y tesorero.

éSe quiere conocer cudntas directivas se puede formar con las tres personas?.

31

-3 —.2)! =6

3P,

Las posibles directivas serian:

A = {{Pedro, Betty},{Pedro, Juan},{Juan, Betty},{Betty, Juan},{Juan, Pedro},{Betty,
Pedro}}

TIPS DE R: PERMUTACIONES

Para este tema necesitaremos dos paquetes, que pueden ser instalados al digitar las
siguientes expresiones indicadas abajo:

install.packages('gtools')

library(gtools)
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La funcién “permutations(n,r,v=x,repeats.allowed=F)”, se utiliza para obtener los
arreglos donde el orden si importa.

o _n

n” es el nUmero de elementos que tiene el conjunto.

o, n

r” es el nUmero de elementos que tiene los arreglos.

R R Console [E=8 om

> library(gtools)

> x<-c('P','B','J")

> permutations (n=3,r=2,v=x, repeats.allowed=F)
[,11 [,2]

[1; ] 'I!B'" "J"

[2, ] “B“ “P“

[3, ] 'I!J'" "B"

[4, ] “J“ “P"

[5, ] "P“ "B"

[6, ] “P“ “J"

> |

llustracion 5 Tips R 17. Permutacion
3.1.3 Combinaciones

Son los arreglos (subconjuntos) que se puede tener con los n elementos de un conjunto
considerando que el orden de los elementos en cada arreglo no es de interés.

n!
NG

nCy
Ejercicio 28:

Dado el conjunto de las vocales encontrar las combinaciones o subconjuntos de
tamafio 2.

Desarrollo
5!
(5=2)!2!

5! _20_10
3121 2

5C,

Los elementos son {ae, ai, ao, au, ei, eo,eu, io, iu, o
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Para calcular las combinaciones se utiliza la funcidon “combinations(n, r, v )", los cuales son
arreglos donde el orden no importa.

=3 R Console | |
~
>_ V'D:alesf—: {TTaf'r PTeT'r I'TiTT ; l"l:)l"fFl T'ul"f}
> combinations (n=5, r=2,v=vocales)
[,11 [,2]
[l, ] I'a'I'F IFe'I'!
[2, ] I'a'I'F IFj_'I'!
[3, ] I'a'I'F "O“
[4, ] I'a'I'F IFu'I'!
[5, ] I'e'I'F "l“
[6, ] I'e'I'F "O“
[?, ] I'e'I'F IFu'I'!
[8, ] I'l'I'F "O“
[9, ] I'l'I'F IFu'I'!
[1|C|, ] o mgm
W

llustracion 6 Tips R 18 Combinacion.
n, es el numero de elementos.
r, es el nUmero de elementos que tiene el arreglo.

v, es el conjunto de datos.

3.2 Espacio muestral (Q)

Es el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento (eventos
elementales).

Ejercicio 29:
a) Experimento: “Lanzamiento de una moneda”
Desarrollo
Q ={cara, sello}
b) Experimento: “Lanzamiento dos monedas”
Desarrollo

El nimero de casos se calcula mediante la regla de la multiplicacién, dos casos de la
primera moneda ( C;, S;), dos casos de la segunda moneda ( C3, S,), por lo tanto hay
cuatro casos posibles.

Q= {(Clr Cz);( Cl,Sz), (Slt CZ)' (51'52)}
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3.2.1 Conjunto Partes de Q (0 (Q))

El conjunto partes de (), se refiere al nUmero de subconjuntos que tiene dicho conjunto;
su cardinalidad (nimero de elementos de un conjunto) es igual a 2™, donde n es el
numero de elementos del conjunto.

Ejercicio 30:

Experimento: “Lanzamiento de una moneda”, encuentre el conjunto partes de Q.
Q ={cara, sello}

Card (Q) = 22=4

= {{cara}, {sello}, {cara, sello}, {@}}

Ejercicio 31:
Experimento: “Lanzamiento de una moneda”
Desarrollo

Q = {cara, sello}, este espacio muestral tiene la caracteristica de ser discreto y
numerable.

Ejercicio 32:
Experimento: “Sueldo de una empresa”
Desarrollo

Q = {x/x €[a,b],x es el sueldo }, tiene la caracteristica de ser continuo y no
numerable.

3.3 Eventos

Los eventos son subconjuntos de (), siendo estos de dos tipos, simples y compuestos.

3.3.1 Evento Simple:
Es aquel que tiene un solo elemento basico o fundamental.
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Ejercicio 33:

Dado el siguiente experimento “Lanzamiento de un dado”, encuentre un evento
simple.
Q=1{1,234,5,6}
A={"sale1"} = {1}

3.3.2 Evento Compuesto:
Es aquel que tiene mds de un elemento elemental o basico.

Ejercicio 34:
Dado el siguiente experimento “Lanzamiento de un dado”, encuentre un evento
compuesto-
Q={1,2,3,45,6}
A = {"sale par"} = {2,4,6}

3.4 Probabilidad de eventos

Matematicamente la probabilidad es una funcidn definida como conjunto de salida el
conjunto partes de omega y conjunto de llegada el intervalo [0,1].

P: 0 (Q) —>[0,1]

A — P(A)

La primera perspectiva de la probabilidad la desarrollaremos desde el punto de vista

clasico, definida de la siguiente manera:

. # de casos favorables al evento A  card (A)
Probabilidad de A = P(A) = =

# casos totales ~ card ()

Ejercicio 35:
Dado el experimento “lanzamiento de un dado”, calcular la probabilidad de que al

lanzar un dado, salga un niumero mayor a 3.
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A= “salga un nUmero mayor a tres”

A={4,5, 6}
Pm)_B_l
6 2

Conclusion: De cada 100 veces que se realiza el experimento en 50 de ellos se obtendra un

nimero mayor a tres.

Ejercicio 36:

Una caja con 12 baterias para carro contiene 5 defectuosas. Halle la probabilidad de que

al elegir al azar tres baterias de la caja se obtengan:

a) Una defectuosa

Desarrollo

scoger al azar una bateria defectuosa ) = 12C3 = 520 = 14 =0,

En el 48% de las veces se va obtener 1 bateria defectuosa.

b) Ninguna defectuosa
Desarrollo
5Cy*7C3 35 7

P (“Escoger que no haya ninguna defectuosa”) = 120, - 220 =1

=0,16

En el 16% de las veces se va obtener 3 baterias buenas.

Ejercicio 37:

Un grupo de 15 personas, 7 leen la revista A, 5 leen la revista B y 6 ninguna revista.
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Leen B No leen B
Leen A 3 4 7
No leen A 2 6 8
Total 5 10 15

Del cuadro se obtiene directamente que:

b)

4 leen A, Unicamente (lea A pero no lea B)
2 leen B, unicamente (lea B pero no lea A)

3leenAyB

Encuentre la probabilidad de que al escoger una persona al azar esta al menos

haya leido una revista.
Desarrollo

1) Primera forma
P(“al menos haya leido una revista”)=P(haya leido la revista A o haya leido la

revista B o ambos)= P(“haya leido la revista A”)+P(“haya leido la revista

B”)+P(“ambas”) = 14'_5 + 115 + 13_5 - 19;5 — 06

2) Segunda forma

9 3
P (“ esta al menos haya leido una revista”) = == 0.6
Interpretacion
Indica de cada 100 veces que se realiza el evento en 60 veces va a salir al menos

una persona que lea una revista.

Encuentre la probabilidad de que al escoger tres personas al azar, dos lean ambas

revistas y uno no lea.

Desarrollo
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362*661_3*6

P (“elegir 3 personas, dos lean ambas revista y uno no lea”) =

15C3 455
= 0,039.
3.4.1 Propiedades de los eventos simples
Sea Q ={Ey,E,, ... ... ,E,} eventos simples, entonces la probabilidad de la unién de

esos eventos es igual a la suma de sus probabilidades, es decir:

P (U?=1 E) = ?=1P(Ei)}
P(E1 UE2 U ..... En)zp(E1)+P(E2)+ ...... P(En)
se debe a que los eventos simples son disjuntos, es decir para todoi,j se tiene E; N E; =

Q.

Observacion:

Ejercicio 38:

a) Cual es la posibilidad que al lanzar un dado se obtenga un nimero par

Desarrollo

P (“al lanzar un dado, se obtenga un nimero par”)= P (“sale 2 o sale 4 o sale 6”)=

_p "Sale 2" "Sale 4" "Sale 6"
- 5’5 °"E

=P (E,UE,UE; ) =P (E;) + P(E;) + P(Es ) =<+ =+ =

b) P (“Salga un nimero en el lanzamiento de un dado”)
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Desarrollo

P (“sale 1”7 o “sale 2” o “sale 3” o... 0 “sale 6”) = P (“salel”)+P (“sale 2”)+...+P

“" ” 1 1 1 1 1 1
(“sale6”)=-+-+-+-+=-+-=1

6 6 6 6 6 6
Nota: La suma de los eventos simples siempre es 1.

3.4.2 Axiomas de la probabilidad

P(A) >0
P(Q) =1
A, A, €S (partes Q) ; AjNA, =0 = P(A; UA,) =P(A;) + P(4,)

3.4.3 Propiedades de la probabilidad

a) Probabilidad de un evento vacio.

P(®)=0
Demostracion:
Q=QuU9Q Identidad
PQ)=PQUD),OND=0 Complemento
P(Q) =P(Q)+P(0);Q={E,E,, .., E;} Probabilidad
1=1+P(®)

P(®) = 0.

b) Probabilidad del evento complemento
P(A°) =1—-P(4)

Demostracion:

Q=AUAS Complemento
P(Q)=P(AUA);AUA =0 Probabilidad

P(Q) = P(A) + P(A9) Conjuntos Disjuntos
1=P(A) + P(AY) Axioma

P(A°) =1 - P(A)
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c) Probabilidad de eventos incluidos

SiA c B,entonces P(A) < P(B)
Demostracion:
B=AU(A°NB) Definicién de A subconjunto B
P(B) =P(A)+P(A°NB);An(A°NB)=0 Conjuntos Disjuntos
P(B) = P(4) El todo es mayor igual que sus par

d) La probabilidad de un evento esta entre Oy 1
0<PAH<1
Demostracion:
PcAcQ
P(®) < P(A) <P(Q)
0<P4)<1

e) Regla aditiva de probabilidad de Eventos
P(AUB) = P(A) + P(B)— P(ANB)

Demostracion:

(AUB)=(A—B)U((ANB)U(B—-A4) Definicidn de conjuntos
P(AUB)=P(A—B)+P(ANnB)+ P(B—A) Conjuntos disjuntos
P(AUB)=P(A)—P(ANB)+P(ANB)+P(B)—P(ANB) Probabilidad de
Diferencia

P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB)

Ejercicio 39:

Dado un mazo de barajas, calcular:

Desarrollo

El nUmero de cartas es 52, y los tipos de cartas son:
¢ Diamantes

& Trébol

¥ Corazoén Rojo
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® Espada

a) Encuentre la P (“Sacar un As o sacar un Rey”)

Sean los eventos A = “Sacar un As” y B = “Sacar un Rey”.
P (“Sacar un As o sacar un Rey”) =

P(AoB)=P(AUB)=P(A)+P(B)—P (ANB)

b) Encuentre la P (“Sacar un As” o “Sacar una espada”)
Sea el evento A = “sacar un As” y sea B = “sacar una espada”.
P (“Sacar un As” o “Sacar una espada”)
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

4 13 1 16

52 52 52 52

Ejercicio 40:

Entre 5 Matematicos y 7 Fisicos hay que hacer una comisién de 2 Matematicos y 3
Fisicos. ¢ De cuantas formas podra hacerse? si:

1.- Todos son elegibles

2.- Un fisico en particular a de estar en esa comision

3.- Dos matematicos concretos tienen prohibido pertenecer a la comision
Desarrollo

Numero de personas = 12

Matematicos =5

Fisicos =7

Comision = 2 Matematicos y 3 Fisicos
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1.- Todos son elegibles = 5C.7C3

5! 71 )
= —— ,—— =350 maneras de combinar
312! 413!

2.- Un fisico en particular a de estar en esa comision = 5Cy.6Ca

5! 6! .
=—— ,—— =150 maneras de combinar
312! 413!

3.- Dos matemadticos tienen prohibido pertenecer a la comisién = 3C, 7C3

3! 7!
=—— ,—— =105 maneras de combinar
112! 413!

Ejercicio 41:

Se tiene 3 rosas rojas, 5 claveles y 2 tulipanes ¢ Cudl es la probabilidad de escoger 3
veces consecutivamente a los claveles, con reposicidon y sin reposicion?

a) P (“Escoger 3 veces consecutivamente claveles con reposicion”)

5 5 5 125
* * = —

10 10 10 1000
b) P (“Escoger 3 veces consecutivamente claveles sin reposicion”)

5 4 3 60
— % —% — = —
10 9 8 720

3.5 Independencia de eventos

Se dice que dos eventos Ay B son independientes si el uno no influye en la consecucién

del otro y viceversa, es decir:
P(AyB)=P(AnB) =P(AB) = P(A)P(B)

3.6 Condicionalidad de eventos

Sean dos eventos Ay By P(B) # 0 se dice que el evento A estad condicionada a la

consecucion del evento B si:
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P(ANB) P(AB)
P(B) ~ P(B)

P(A/B) =

Ejercicio 42:
Se lanzan 2 dados, écual es la probabilidad de que en los dos dados salga el tres, si se

sabe que la suma es 67?.

Los siguientes eventos cuya suma es seis son: A = {{1,5},{2,4},{3,3},{4,2},{5,1}} v
de los eventos solo uno hay uno el {3,3} que sale en los dos dados el 3, por lo

tanto si B ="Salga tres en ambos dados, si se sabe que su suma es 6”

1

Ejercicio 43:
1
La probabilidad del que el evento M ocurra es igual a 7 la probabilidad de que el evento

3 3
N ocurra es > y la probabilidad de que los complementos de M y N ocurran es de To

¢Son independientes My N?

Desarrollo
1
3
P(N) = S
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3

c c\ —

P(M°NN) = 75

P(M¢ N N€) = P((MUN)) =1—P(MUN)

1%z1—10(1\/1)—1>(N)+P(MnN)

3—1 ! 3+P(MnN)
10 4 5

5 .3 +P(MNN)
10 20

3
—=P(MNN
50 = F( )

Para demostrar que M y N son independientes se debera demostrar que:

P(M n N) = P(M)P(N)

3
PMAN) = (1)

1 3 3
PU.P(N) = 742 =25 (2)

(1)=(2)

Se concluye que M y N son independientes.

Ejemplo 44:

Se conoce que el 60% de las mujeres y el 40% de los hombres reaccionan positivamente
ante cierto medicamento. Se les proporcioné el medicamento a 20 personas de las
cuales 12 eran mujeres, se tomo al azar uno de los resultados y se observd que era de

reaccion negativa. Halle la probabilidad de que el resultado corresponda a un hombre.

R~ R*
H 4,8 3,2 8
M 4,8 7,2 12
Total 9,6 10,4 20

Se conoce que el 60% de las mujeres, reaccionan positivamente es decir:

0,6%12=17,2.
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Se conoce que el 40% de los hombres, reaccionan positivamente es decir:

0,4*8 = 3,2.
Antes de dar solucién al ejercicio, se realizara un analisis de las probabilidades de la
tabla.

Se requiere conocer los eventos, dadas las probabilidades:

P(A1) = %

A, = “al escoger una persona al azar esta sea hombre”
12

P(4,) = %

A, = “al escoger una persona al azar esta sea mujer”
9,6

P(4;3) = 20

A3 = “al elegir una persona al azar esta reaccione negativamente”
10,4

P(A,) = W

A4 = “al elegir una persona al zar esta reaccione positivamente”

P(4s) = l;;g

As = “al elegir una persona al azar este sea hombre y reaccione negativamente”
7,2

P(4¢) = 20

Ag = “al elegir una persona al azar sea mujer y reaccione positivamente”
4,8

P(4;) = 9,6

A, = “al elegir una persona al azar sea hombre y reaccione negativamente”
3,2

P(As) = m

Ag = H/ R* = “conociendo que es de reaccidn positiva, este sea hombre”.

4,8
12

Ag = R~ / M = “conociendo que es mujer, esta sea de reaccion negativa”.

P(Ay) =
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La probabilidad de que al elegir una persona al azar sea hombre conociendo que

reacciond negativamente se puede calcular de dos formas:

Forma 1:
P(A) = P(H/R) = 9’6 =0,5
Forma 2:
4.8
B P(HNR™) 3p 48
P(A) =P(H/R™) = PR = 9.6 = 96: 0,5
20
Ejercicio 45:

En un taller trabajan 7 hombres y 3 mujeres, se escogen al azar 3 personas. Halla la

probabilidad de que todas las personas seleccionadas sean hombres.

Desarrollo

P (“3 personas seleccionadas sean hombre”) = P(“la primera seleccionada sea
hombre y la segunda sea hombre y la tercera sea hombre”) = P (“1ra persona
seleccionada sea hombre”) P (“2da persona seleccionada sea hombre”, dado que
la “lra persona seleccionada fue hombre”) P (“3ra persona seleccionada sea

hombre, dado que las anteriores fueron hombres”)

765 7 _ o
= 10 9 8— 24 sinreposicion

7 7 7 343
= — — = — conreposicion

Ejercicio 46:

Una caja contiene 8 bolas rojas 3 blancas y 9 azules, si se sacan 3 al azar. Determine la

probabilidad de que
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a) Las 3 sean rojas

Tenemos en la caja un total de:

8 bolasr. + 3 bolas b. + 9 bolas a. = 20 bolas

. 8 7 6 14 _ .
P(“las tres salgan rojas”)= — — — = — = 0,049 (sin reposicién)
20 19 18 285

b) Las 3 sean blancas

3.2 1 1
P(“Las tres salgan blancas”)= % X P X rimrte 0,0008771(sin

reposicion)
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Fuente: GALINDO Edwin, Estadistica - Métodos y Aplicaciones, ProCiencia Editores 2011,
Ejercicios 2.9, literales (8, 9, 10, 11, 12) pag. 75.

1) Se lanzan dos dados ¢Cual es la probabilidad de que en los dos dados salga el 3, si se
sabe que lasumaes 6?

R:1/5

2) En una biblioteca hay 8 libros de literatura de ciencia ficcién, 3 de los cuales son de
Isaac Asimov, la biblioteca toma al azar 2 libros. Determine la probabilidad de que
ambos libros puedan ser de Isaac Asimov.

R: 3/28

3) La empresa de correos ha determinado que el 10% de los paquetes enviados al exterior
no llegan a su destino. Dos libros se pueden enviar separadamente o en un solo

paquete. Para cada una de las formas, encuentre:

a) La probabilidad de que ambos libros lleguen a su destino

b) La probabilidad de que al menos un libro llegue a su destino

R: Envio conjunto a) 0,9 b) 0,9; Envio por separado a) 0,81 b) 0,99

4) Suponga que el 5% de todos los hombres y el 0.25% de todas las mujeres sufren
daltonismo. Una persona escogida al azar resulta ser daltdnica ¢ Cudl es la probabilidad
de que esta persona sea un hombre? (Considere que la cantidad de hombres y mujeres
esigual)

R: 20/21

5) El 35% de los créditos de un banco son para vivienda, el 50% son para industria y el
15% para consumo diverso. Resultan fallidos el 20% de los créditos para vivienda, el
15% de los créditos para industrias y el 70% de los créditos para consumo. Calcula la

probabilidad de que se pague un crédito elegido al azar.
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R: 0.25

3.7 Probabilidad total

Sea A un suceso cualquieray By, B, ..., B,, eventos disjuntos, B; N B; = @, entonces

P(A) = ) P(B) P(A\B)

Demostracion:

Bl

B2

Grafica 7 Demostracion Probabilidad total

A =((AnB)UANB,)U..U(ANB,)
P(A) = P[(ANnB)U(ANB,)U..U(ANB,)]

Conocemos que los conjunto son disjuntos ya que (AN B;) N (A N B]-) =0

P(A) = P(ANB) +P(ANB,) +-+P(ANB,)

Aplicando la definicion de probabilidad condicional P(A\B;) = %
P(A) = P(B1)P(A\By) + P(B2)P(A\B;) + - + P(B,)P(A\By)
P(A) = XiL, P(BOP(A\B) (1)

La expresion (1) se la llama probabilidad total.
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3.8 Teorema de Bayes

P(ANBy)

P(BAY) =5

P(By)P(A\By)
P(B;\A) = ZEETAR)

P(Bi)P(A\By)
Lik=1P(BP(A\B)

P(Bx\A) =

Ejercicio 47:
Demuestre P((B; U By)\A) = P(B;\A4) + P(B,\A)

P((B1UB2)NA) _ P((BinNA)U(B;NA))
P(4) P(4)

Por definicién P((31 U BZ)\A) = (1)

Pero (BiNA)N(B,NA)= B, NANB,NA=(B;NB,)NA=0

Yaque B; N B, = @, son disjuntos

En (1)

P(B;nA) P(B,NnA)
P(A) P(4)

P((B, U B)\A4) = = P(B;\A) + P(B;\4)

Ejercicio 48:
En una ciudad, el 25 % de los habitantes son ancianos el 35 % adulto y el 40% son nifios.
Se sabe que la gripe afecta al 5 % de los ancianos al 4% de los adultos y al 2% de los

ninos.

A= “se escoja al azar un habitante este tenga gripe”.
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B 1 = “se escoja al azar un habitante este sea anciano”.

B , =“se escoja al azar un habitante este sea adulto”.

B 3 =“se escoja al azar un habitante este sea nifio”.

a) Calcular la probabilidad de que un habitante seleccionado aleatoriamente
tenga gripe.
P(A) = P(B,)P(A\ B,) + P(B ;)P(A\ B3) + P(B 3)P(A\ B3)
P(A) =0,25x 0,05+ 0,35 x 0,04 + 0,40 x 0,02
P(A) = 0,0345

b) Si un habitante tiene gripe cual es la probabilidad de que sea anciano o nifo.

P((B1 U B3)\A) = P(B1\A) + P(B3\4)

P(B,)P(A\B;
0,25 x 0,05
P(B1 \A) = —o335— = 036
_ P(B5)P(A\B)
0,40 x 0,02
P(Bs\) = =535 = 023

P((B, U B3)\A) = 0,36 + 0,23 = 0,59

Ejercicio 49:

En una oficina hay seis computadoras de marca y cuatro clones, la probabilidad que al
utilizar una maquina, esta encienda correctamente es 0,95 para la de marcay 0,8 para
los clones, un empleado utiliza al azar una computadora, hallar la probabilidad:

a.- Se encienda correctamente.
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A

B2

A= “al escoger al azar una maquina, esta encienda correctamente”.
B o | 4 H ”

1="al escoger al azar una mdaquina, esta sea de marca”.
B ,_"al escoger al azar una maquina, esta sea clon”.

P(A) = P(B,)P(A\B;) + P(B;)P(A\B;)

6 4
P(A) —Ex 0,95 +EX 0,8

P(A) =0,89
De cada 100 veces al encender una maquina el 89% se enciente correctamente.

b.- La probabilidad que al escoger al azar una maquina, esta sea de marca dado que
encienda correctamente.

P(B,)P(A\B,
P(B;\4) = ( 1)3(51)\ )
6
— X 0,95
P(B,\A) = moT = 0,64

De cada 100 maquinas que han funcionado correctamente en 64 veces
corresponden a las de marca.

c.- La probabilidad que al escoger al azar una maquina , esta sea clon dado que
encienda correctamente.

P(B,)P(A\B
piay = LA
4

—x0,8
P(B,\A) :10072 0,36

De cada 100 veces que se han encendido una maquina correctamente en 36
veces corresponden a clones.
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Fuente: GALINDO Edwin, Estadistica - Métodos y Aplicaciones, ProCiencia Editores 2011,

Ejercicios 2.9, literales (22, 24, 25, 26, 27) pag. 78

1)

2)

3)

4)

En una fabrica, el 70% de los empleados son lojanos. De entre los lojanos, el 50% son
hombres, mientras que los no lojanos, solo son hombres el 20%.Encuentre:

a) ¢éQué porcentaje de empleados no lojanos son mujeres?

b) Probabilidad de que un empleado de la oficina sea mujer

c) Fernando trabaja en dicha oficina ¢ Cual es la probabilidad de que sea lojano?

R: a) 80% b) 0.59 c) 0.8537

Se estima que solo un 20% de los que compran acciones en Bolsa tienen conocimientos
bursatiles de ellos el 80% obtienen beneficios. De los que compran acciones sin
conocimiento bursatiles , solo un 10% obtienen beneficios .Se desea saber:
a) El tanto por ciento de los que compran acciones en bolsa que obtienen
beneficios.
b) Sise elige al azar una persona que ha comprado acciones en bolsa y resulta que
ha obtenido beneficios, éCudl es la probabilidad de que tenga conocimientos
bursatiles?

R:a) 24% b) 0.667

En un supermercado el 70% de la compras la realizan las mujeres, de la compras
realizadas por estas, el 80% supera los 20S, mientras que de las compras realizadas por
hombres solo el 30% supera esta cantidad.
a) Elegido un comprobante al azar, ¢Cudl es la probabilidad de que supere los 20S?
b) Sise sabe que el comprobante de compra no supera los 20S, ¢ Cuél es la probabilidad
de que la compra haya sido hecha por una mujer?

R: a) 0.65 b) 0.4
En una universidad existen tres facultades: A, By C. En A hay matriculadas 150 chicas y
50 chicos; en B, 300 chicas y 200 chicos, y en C, 150 chicas y 150 chicos.

a) Calcule la probabilidad de que un estudiante, elegido al azar, sea chico
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b) Si un estudiante elegido al azar resultara ser chico ¢ Cual es su faculta mas

probable?

R:a) 0.4 b) La B: Pr (B/H) = 0.5

Entre los cinco aspirantes a un cargo de gerente, a dos se les considera excelentes y a
los demas se les considera buenos. Para una entrevista se escoge al azar a dos de los
cinco. Calcule la probabilidad de que se escoja:

a) Alos dos excelentes

b) Porlo menos a uno de los excelentes

¢) Alos dos excelentes dado que se sabe que por lo menos uno de los seleccionados

es excelente

R:a)1/10b) 7/10c) 1/7
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CAPITULO 4

Variables Aleatorias

. ~ aN ol

>( \/ —4—Serie 1
3 .
A NI
)

o J A

Categoria 1 Categoria 2 Categoria 3 Categoria 4

CONTENIDO
4.1 Definicion de Variable aleatoria

e 4.1.1 Funcidn de distribucion v.a.d (variable aleatoria
discreta

4.2 Esperanzas, varianzasy correlaciones de una y dos variables
aleatorias

e 4.2.1 Correlacion
e 4.2.2 Esperanza matematica

e 4.2.3 Esperanza matematica de una variable aleatoria
continua

e 4.2.4. Propiedades de la esperanza matematica
e 4.25 lavarianza
4.3 Funcién Generadora de Momentos
e 4.3.1. Distribucion de poisson
e 4.3.2 Distribucion uniforme discreta
e 4.3.3. Distribucion hipergeométrica
e 4.3.4. Distribucion geométrica
e 4.3.5. Distribucion binomial negativa
e 4.3.6. Distribucion de bernoulli

e 4.3.7. Distribucion binomial

[=] [
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CAPITULO 4

VARIABLES ALEATORIA

4.1 Definicion de Variable aleatoria

Se llama variable aleatoria a cualquier funcién definida en un espacio muestral con
recorrido en un subconjunto finito o infinito de los reales.
X: Q- R
A- XA =y

Ejercicio 50:

Experimento: “Lanzamiento de una moneda”

A =“sale cara”’=1

B = “sale sello”=0

X= “valor que sale en el lanzamiento de una moneda”

X={0,1}

1
P( “Salecara”)=P(X=1)= 2

Ejercicio 51:

Experimento: “Lanzamiento de un dado”

X=" valor que sale en el lanzamiento de un dado ”
X="“Sale1” =1

x="“Sale2” =2

x="“Sale3” =3

x="“Sale4” =4

x="“Sale5” =5

x=“Sale 6” =6

X={1,2,3,4,5,6}

1
P( X=2) = P(“sale 2”) = P
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Ejercicio 52:

Experimento: “Tomar los pesos del curso de probabilidad y estadistica”
X= “Peso de los estudiantes”

X € [a, b], la cual es una variable aleatoria continua

Ejercicio 53:
Consideremos la prueba consistente en arrojar 3 monedas si X es la variable aleatoria

“cuenta el numero de caras”, entonces X puede tomar los valores.

c Q={CCC,CCS,CSC,CSS,SCC,SCS,SSC,S55S}
. C-._S X=“NUmero de caras resultantes”
(o s
~ =
S\S x=1{0, 1, 2, 3}
C x={SSS}=0
€5 x = {CSS}= 1
S C
Ry / _ _
~_S x = {CSS}=2
x = {CCC}=3

4.1.1 Funcion de distribucion variable aleatoria discreta

Sea X una variable aleatoria discreta, la funcién real F se define: Vt € R, F(t) =

P(X < t), se denomina funcidn de distribucion de la variable aleatoria discreta.

PROPIEDADES
° La funcidn es creciente y sus grafico tiene las siguientes caracteristicas

lim F(t) =1 y tlir_n F(t)=0

t— +

. F(t) =P(X <t) = Yj«Dj
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En la propiedad se puede notar p; , lo cual se podria ilustrar con el siguiente ejemplo.
Experimento: “Lanzamiento tres monedas”
X =“Numero de caras”
P(X=3)=1/8=p3
P(X=0)=1/8 = po
P(X=1)=3/8=p1

. P(a < x <b) = F(b) — F(a)

o Pla<x<b)=F(b)—F(a)+P(X =a)
o P(x=a)=F(a) —F(a-)

. P(x <a)=F(a.)

. Pla<x<b)=F(b)—F(a)—P(X =Db)

Ejercicio 54:
k
Sea X una variable aleatoria discreta cuya funcién de probabilidad es p(x) = P2

1,2,3,4,5.
a) Encuentre el valor de k para que la funcion p(x) sea la funcion de probabilidad
de x.
Para que sea funcién de probabilidad se debe tener Y7 p; = 1

p1+ p2tpst+patps=1

k+k+k+k+k_1
1 2 3 4 5

274k =120

k—120—0437
274
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b) Calcule la probabilidad P( 1< X < 4).

Primera forma
P1<X<4)=PX=2)+PX=3)+PX=4)

0,437 N 0,437 N 0,437
2 3 4

=0,4734

Ejercicio 55:

Dada la siguiente ley de probabilidad

x, |1 [2 [3 |4 |5

P(X=x;)=p; |03|02|0.1|0.15|0.25

a.- Calcular F(x)
Se tiene que el dominio de la funcién de distribucion es {1,2,3,4,5}, por lo tanto F(x) =

0,six<1yF(x)=1parax=>5.

Si 1<x<2, F1)=PX<1)=};1pj=p1=0,3

. Si 2<x<3, F(2)=P(X<2)=Y;upj= p2+ P1=02+0,3=0,5

) Si 3<x<4, F3)=P(X<3)=2Xj3pj=pP3+P2+P1=01+0,2+
0,3=0,6

° Si 4<x<5 F4)=P(X<4)=Xjupj=pPs+pP3+ p2+t p1=015+

0,1+0,24+0,3=0,75

° Six>5, F(5)=1.
( 0 six<l1
0,3 sil1l<x<?2
_J0,5 si2 <£x<3
FX) = 0,6 si3 <x<4

0,75 si4 <x<5
k 1 six =5
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Funcidn de Distribucion

FX)

b.- Calcularla P(X=1)

PX=1)=F(1)-F(1.)=03-0=0.3

c.- CalcularlaP(X<1)
PX<1)=P(-a<X<1)=F(1)—-F(—a)=03-0=0.3
d.- Calcular P(X<1)
PX<1)=F(1_.)=0
e.- Calcular P(1<X<2)
P(1<X<2)=F(2)-F1)=0.5-0.3=0.2

f.- Calcular F(2,5)

F(25) =P(X <25) = Z pj = Pps+ P2 +py=0+02+03=05
j<25

4.1.2 Funcion de distribucion con variable aleatoria continua

Sea X una variable aleatoria continua, la funcién real F se define: Vt € R, F(t) =

P(X < t), se denomina funcidn de distribucion de la variable aleatoria continua.

PROPIEDADES

° La funcién es creciente y sus grafico tiene las siguientes caracteristicas
lim F(t)=1 y lim F(t) =0
t— 4+ t—>—oo

o Pla <X<b)=Pla<X<b)=P@a<X<b)=Pla<X<b)=
F(b) — F(a)
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° PX=a)=0

4.1.3 Funcién de densidad
La funcién de densidad de una variable X continua es una funcién f:R - R.

Propiedades

° La funcidn es estrictamente positiva, es decir: f(x) > 0.
o [ fdx=1

Matematicamente la funcion de distribucion F(X) y la funcién de densidad f(x) se
relacionan mediante el Teorema Fundamental del Calculo:

F(x) = .I-_ f(dt ; F'(x) = f(x).

Si f(x) es una funcion de densidad entonces para cualquier intervalo en [a, b], se define
Pla<X<bh)= f:f(x)dx= F(b) —F(a).

Ejercicio :

Dada la funcion de densidad f, encuentre el valor de la constante ¢ de tal manera que
esté bien definida.

_fex(x—1),si 2<x<4
flx) = { 0, caso contrario

Desarrollo:
j4( ) )d B j4 2d j4 d 3 43 23 4_2 22 1
2cx cx x—(:zxxczxx—c3 3 c2 > =
56 12 4
3¢ 2°7
76 _38 4
6 " 3¢

] 3
Resolviendo ¢ = —
38
Ejercicio

Considere la variable aleatoria continua z con funcidn de densidad
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F2) :{(1+b)zb si 0<z<a
0 en caso contrario

. 1 1
a.- Calcule los valores de a y b conociendo P (Z <- ) ==

2 8

1/2 1
f (1+ b)zbdz = =
0 8
1/2 1
(1+b)f zbdz = =
0 8

b+1 1 1

1 2 —_
(1+b) b+1 lo 8
1

1 2b+1 — b+l — —

1\ b+l 1,3
@ -G
resolviendo la ecuacion exponencial b+1 =3 por lo tanto b=2
a 23
31 z2=3—4=1
| =350

a—03=1
Resolviendo la ecuacién tenemos que a =1.
b.- Encuentre la funcién de distribucién F(Z)

Con los datos calculados

2 .
f(z):{o 3z si 0sz<1
en caso contrario

Por definicion de funcion de distribucién conocemos:

° F(z) =0six<0
° F(z) =1 si x21
Si 0<z<1

VA
F(z) = f 3t2dt = t3|Z= z3—-03 =23

— 00

Finalmente la F(Z)

si0l<z<l1

0 siz<0
73
1 siz >1
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Ejercicio
Una empresa alquila el tiempo de cdmputo de un tipo de computadora. La empresa

debe planear su presupuesto, por lo que ha estudiado el tiempo de empleo de la
computadora.

El tiempo semanal de alquiler en horas sigue una funcién de densidad

3
—t2(4 — i
F(b) = 64t(4 t) si0<t<4

0 en caso contrario

a.- Determinar la funcidn de distribucién del tiempo de empleo de la computadora.
Por definicién de funcion de distribucion se tiene

e Six<0,FX)=0
o Six>4,F(X)=1

Si 0<X<4

* 3 * 3
F(X)=j —tzdt—j —t3dt

16 ., 64
1 3t 1 3
=_t3x___ x= _x?)_ x4
16 lo 64 4 lo 16 256
0, Si x<0
F(X) Lo 3 s 0<X< 4
16~ “256F StV S
1, Si x =24

b.- Calcule la probabilidad de que el tiempo de uso de la computadora, en una semana
sea mayor que 2 horas.

X= “tiempo de uso de la computadora”

3t* 4 _ 56 3(240) _ 176 _ 11

_(*3 1204 _ _ 1 314 _ _ _
P(X>2)_f264t (4-v)de 16t|2 64 4 2 16 256 256 16

c.- ¢Cudnto tiempo de alquiler se debe presuponer por semana si esta cifra solo se puede
rebasar con una probabilidad de 0.17?
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R R Console BEE

> x$- 3eq(0,4,0.2)

> = (3/64) 4 2¥ (4x)

> plot(x,y, type="0", col="blue")

5 ‘:i:le (main="y=(3/64)*x"2* (4-x)", col.main="red", font.main=1)
>

= R Graphics: Device 2 (ACTIVE) [ [ = | [S-]

y=(3/64)*x"2*(4-x)

= _|
-
s
—
= _|
= T T T T T
0 1 2 3 4
®

Si el tiempo de uso de la computadora tiene a f(x) como funcién de densidad se podria
decir que en f(x) esta el maximo valor de uso, tomando el 10% de la derecha de la gréfica
se tendria

P(X<t)=09

t

3 t2(4 —t)dt = 0.9
64 J, -

t
J t?(4 — t)dt = 19,2
0

4
rep -t =19,
3 4

16x3 —3x*—-230,4=0
3x* —16x3 +230,4 =0
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Resolviendo mediante el método de Newton- Raphson

_ f&X)
Xiy1 =X — )

Con f(x) = 3x* —16x3 +230,4 y f'(x) = 12x3 — 48x?

Para iniciar la resolucion de la ecuacién realicemos el grafico correspondiente para
tener el valor inicial de la raiz para el cdlculo numérico.

-

R R Console [=o = | == |
> ®<— seg(l,6,0.2)
> y= 3%xt4-1e*x"3+230.4
> plot(x,v,type="o",col="kblus")
> abline(h = 0, v = 0, col = "grayel"™)
> |
R R Graphics: Device 2 (ACTIVE) == o=
(o]
a -
o
o
a -
=
> _
o l
a -
8 %MN
= -
[ I I I I [ [
0 1 2 3 4 a 6
X

En el grafico anterior se puede observar que existen dos raices entre [3.5], pero
necesitamos conocer la raiz que se encuentra entre [3, 4] ya que la otra raiz se
encuentra fuera del dominio.
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=4 Sin nombre - Editor R [ron]-E] ]
NewtonRaphson <- function (p) {
Zx<—numeric ()
x[1]1<—- p
print (c('columna 1-> iteracidén i',' columna 2 -> raiz'))
for (i in 1:10){
r<—-x[i]
f<-3*r"4-16*r"3+230.4
fl<— 12*%r®3-48%r"2
x[i+1]= =[i]- (£/£f1)

print(c(i,x[i])})

H

NewtonRaphson (2)

Realizando el programa en R del método de Newton — Raphson, se tiene que su valor
se aproxima a 3,4297, como se puede observar claramente en el grafico siguiente.

=3 R Console =N E=
"~

[1] "columna 1-> iteracidén i"™ " columna 2 —> raiz"

[11] 1 2

[1] 2.000000 3.566667

[1] 3.000000 3.414415

[1] 4.000000 3.42562S

[1] 5.000000 3.425763

[1] ©€.000000 3.425763

[1] 7.000000 3.425763

[1] 8.000000 3.429763

[1] $.000000 3.425763

[1] 10.000000 3.425763

> |
W

4.2 ESPERANZAS, VARIANZAS, COVARIANZAS Y CORRELACIONES.

4.2.1 Covarianza muestral
La covarianza muestral se define para las variables X e Y, la misma que mide la
variabilidad conjunta, definida por:.

1
n—1

D i -D0i- )

Sxy =

Si x=y, la covarianza se transforma en varianza y mide la variabilidad entre la misma
variable.

1
n—1

Z(xl- — )2 = Var (X)

Sxy = Syx =

D - D - D

1
n—1

Sxx =
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4.2.2 Coeficiente de correlacion

Al igual que la covarianza el coeficiente de correlacién mide la relacién lineal existente
entre las dos variable, y es la mas utilizada ya que no depende de la escala en la que se
mida.

Sy _
SeS, ’

r = -1<r<1

Si el valor de r es cercano a 1, se podria decir que existe una correlacién lineal positiva
fuerte.

Si el valor de r es cercano a -1, se podria decir que existe una correlacion lineal negativa
fuerte.

Si el valor de r es cercano a 0, se podria decir que no existe correlacion lineal

4.2.3 Esperanza matematica discreta.

La esperanza matematica de una variable aleatoria discreta X es:

n

EX) = inpi =X1P1 T Xap2 t+ 0+ XpPp

i=1

Se podria considerar a la esperanza matematica como un promedio, o lo que se
esperaria de la variable aleatoria X.

Como ejemplo se podria tomar E(X) = y, lo que significa que la esperanza o promedio
de la media aritmética es igual a la media poblacional, base fundamental donde se une
la estadistica descriptiva e inferencial.

Ejercicio 54:

Halle la esperanza de las variables aleatorias discretas definidas por:

P 02 05 0,3

E(X) =inpi

i=1
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n

E(X) = Z(—o,71)(0,2) +(0,24)(0,5) + (0,61)(0,3)

i=1
E(x) = 0,158

Lo que indica que en promedio X tendria el valor de 0,158.

4.2.4 ESPERANZA MATEMATICA DE UNA VARIABLE ALEATORIA
CONTINUA

La esperanza matematica de una variable aleatoria continua es:

E(X) = f+ooxf(x) dx,Vx €1

Si X se encuentra definido en el intervalo [a, b], entonces la esperanza matemadtica se
define:

b
E(X)=f x f(x)dx,Vx €[a,b]

f(x) es funcion de densidad.

Ejercicio 55:

Hallar la esperanza matematica de la siguiente variable aleatoria continua:

1
f(x)={§ Si1<XS4
0 caso contrario

b
E(X) =f x f(x)dx

4

E(X)=J x %dx

4

E(X)=%f x dx

1

E(X) = 1x2
32
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1116 1
EO=317"7
5

4.2.5. PROPIEDADES DE LA ESPERANZA MATEMATICA

e E(C)=C, Cesunaconstante

Conocemos
EQX) = ["7x f(x) dx

Por lo tanto

E(c) = j+ooc f(x)dx

o)

E(c) = cf+oof(x) dx

E(c)=c
. E(X+Y)=EX)+EY)

Conocemos
+00
E(X) = j x f(x)dx
ademas

B = | 9@ f@) dx
Seag(z)= x+y

ECx+7) =f (x+) FQ) dx

+ oo

E(x+y):f xf(x)dx+f y f(x) dx

E(x+y)=E(x)+ E(y)

. E(cx) = cE(x)

E(cx) = f+oocx f(x) dx
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E(cx) = cf+oox f(x) dx

E(cx) = c E(x)

4.2.6 LA VARIANZA

La varianza de una variable aleatoria x (discreta o continua) se define:
Var(X) = E(X — E(X))?

Demuestre: Var(X) = EX? — (E(X))?

Demostracion:
Var(X) = EX% — (E(X))?
por definicion
Var(x) = E(x — E(x))2
factorando
Var(X) = E(X? = 2XE(X) + (E(X))?)
Aplicando la esperanza
Var(X) = E(X?) — 2E(XE(X)) + E((E(X))?)
La primera observacién a tomar en cuenta es E(X) es constante
Var(X) = E(X?) — 2E(X)E(X) + (E(X))?
Var(X) = E(X?) = 2(E(X)* + (E(X))?
Var(X) = EX? — (E(X))?

4.2.6.1 Varianza de una variable aleatoria discreta
Sea X una la variable aleatoria discreta varianza se define:

Var(o) = ) (o - EX)’p,
Var(X) = lez pi — (EX)?

i=1
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4.2.6.2 Definicion de varianza variable aleatoria continua:
Sea x una variable aleatoria continua la varianza se define:

Var(X) = f+oo(x — EX)?f(x)dx

Var(X) = f+oox2f(x)dx — (EX)?

si f(x) se defineen I € [a, b]

b

Var(X) = f x2f(x)dx — (EX)?

a

4.2.6.3 PROPIEDADES DE LA VARIANZA

. Var(c) = 0;cescte
Var(x) = j+oo(x — Ex)?f(x)dx
Var(c) = f+oo(c — E(©))*f(x)dx

Var(c) = f+oo(c —¢)?f(x)dx

Var(c) =0
. Var(cX) = c?Var(X)

Var(cX) = f+oo(cx — Ecx)?f (x)dx
Var(cX) = f+oo(c(x — E(x)))*f(x)dx

Var(cX) = c? f+oo(x — E(x)*f(x)dx

Var(X) = c*Var(X)
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° Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y)
Conocemos: Var(X) = E(X — EX)?
Var(X +Y) = E[(X + ¥) — E(X + V)]
Var(X +Y) =E(x +y)> = 2E((x + Y)E(x + y)) + (E(x + y))?
Var(X +Y) = E(X? + 2XY + Y2) = 2EXX + V)E(X + V) + (E(X + 1))?

Var(X +Y) = E(X% + 2XY + Y2) = 2((E(X) + E(V))(E(X) + E(Y)))
+(E(X) + E(Y))?

Var(X +Y) = E(X?) + 2E(XY) + E(X?) — 2(EXEX + EXEY + EXEY + EYEY) +
(EX)? + 2EXEY + (EY)? (1)

peroVar(X) = E(X — EX)? = EX? — 2EXEX + (EX)?
Y Covarianza entre X e Y es: Cov (X,Y) = E((X-EX)(Y-EY)) = EXY-EYEX-EXEY+EXEY
En (1)

Var(X +Y) = [E(x?) — 2EXEX + (EX)?] + [ E(y?) — 2 EYEY + (EY)?] + 2[EXY
— EXEY — EYEX + EXEY]

Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) + 2 cov(X,Y)
Pero si X e Y son independientes la Cov(X,Y) =0

Var(X+Y) =Var(X) + Var(Y)

Ejercicio 34

Halle la esperanza y la varianza de una variable aleatoria X que tiene como funcién
de distribucion:

A
0; x<-1
F(x) = le; -1<x<3
1; x> 3
*E_s >
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Desarrollo:

Por definicién F'(x) = f(x), derivando tenemos

1
f(x)={4 Thsxs
0 ;enotrocaso

3 3 3 2
E(x):f xf(x)dx:f %dx:%f xdxzix? |§1=%(32—(—1)2):1
1 -1 -1

Var(X) = EX? — (EX)?

3 13 1x3 1 7
EXZ:.f 2 4 :_,f Pdx=-—12 = 5@ -1 =3
| FfEdx=g | ddx=git = 530 - (D)) =3
Var(X) = 1—4
ar = —3
Ejercicio 35

Halle la esperanza y la varianza de la variable aleatoria discreta definida por:
P 0,3 0,1 0,2 0,4

Desarrollo

EY) =Y, yipi = (2(0,3) + 4(0,1) + 5(0,2) + 6(0,4)) = 4,4

4
Var(v) = )y pi - (BYY’
i=1

4

111
Zyiz pi = [4(03) +16(0,1) +25(0,2) +36(04)] = — = 22,2

i=1

Var(Y) = 22,2 — (4,4)% = 2,84
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Ejercicio 36

Sean X, Y, Z variables aleatorias independientes cada una con media u y varianza o?.
a.- Calcule la esperanzay varianza de S=X+Y+Z.
e ES)=EX+Y+2)
ES)=EX)+EY)+E2)
ES)=p+u+u
E(S) = 3u
e Var(S)=Var(X+Y +2)
Por ser X,Y,Z independientes
Var(S) =Var(X) + Var(Y) + Var(Z)
Var(S) = 0% + 0% + 2
Var(S) = 302
b.- Encuentre la esperanza y varianza T=3X
o E(T)=EGX)
E(T) =3E(X)
E(T) =3u
e Var(T) =Var(3X)
Var(T) =9 Var(X)
Var(x) = 902

Ejercicio 37

Sea X una variable aleatoria discreta en el intervalo [-1; 1] y f(x) su funcion de
densidad. Encuentre E(x) si f(x)= | x]|.

Desarrollo
—X, x<0
fGo) = { X, x>0
1 0

E(x) =j xf (x)dx =J X(—X)dx+J1x(x)dx
-1 0

-1

E()—f0 24 +f1 rr = — () P+ = 20+ D i) = -2
¥ =) Toded ) Xde=—(F )1t 5l = 3 38/ T 7373

=0
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4.3 FUNCION GENERADORA DE MOMENTOS

Definicidn:
El r-ésimo momento alrededor del origen de la variable aleatorio X esta dado por:
pr=Ex") = Z x"p;

i

Como el primer y segundo momento alrededor del origen son dados por ,u'1 =EMXx)y
u'z = E(x?), podemos escribir la media y la varianza de una variable aleatoria como

pu=E(x) =y,

0% =Var(x) = @', - W,)?

Definicién:
La funcién generadora de momentos de la variable aleatoria discreta X, se denota como

Mx(t).

Mx(t) = E(e™) = ) e p,

X

La funcidn generadora de momentos existird si la sumatoria converge, si existe una
funcién generadora de momentos de una variable aleatoria discreta, se puede utilizar
para generar todos los momentos de dicha variable.

Teorema:
Sea X una variable aleatoria con funcién generadora de momentos Mx(t), se define:

d"Mx(t)
dat” t=20

Desarrollo
Mx(t) = E(e%™)

dMx(t) d
dt ~ dt

[E(e™)]

La derivada de la E(X) es igual a la esperanza de la derivada de X, %E(X) = E(%X)
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Sa=r L)
dext(t) = E[xet™]
d]\ii)j:(t) (== Flxe™]
dﬂ?t(t) f_o - E =4,

Calculando la segunda derivada
Mx(t) = E(e%™)
dMx(t) d

i E[E(etx)]
de)i(t) = E[xe®*]
% ¢ =o = Elen]
% t_O:E(x2)=#'2

En general siguiendo con el proceso de diferenciaciéon se obtiene:

d"Mx(t)
dat”

Ejercicio

Encontrar la esperanzay la varianza de la Distribucién Binomial, mediante el método de
los momentos.

P(X =x) = = ,CeP*q™%;k=0,1,2,3, ...,n

Demostrar:
Mx(t) = (pet + "

Desarrollo
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Mx(t) = E(e™) = ¥k-opre™; E(x) = X prxk

=Y o nCeD*q" *e™* ;o = Cp® @V ; Xy =k , y k es constante por ser X

discreta e inicia en 0 hasta n.

n

;o ()= Yo WCiyta™

i

= Yk=0NCx(pe

= (q +pe)".

t)kqn—k.

Demostrar que E(X) = np

Mx(t) = (pet + q)™ ; derivando la funcién generadora de momentos

dMx(t
© et + 9 pet)
dt
dext(t)| t =0 = n(pe® + )" *(pe?); evaluando en t=0.
dMx(t) 1
I |t:0—n(p+q) 14
dMx(t _
dxt()|t=0=n(1)" 'pip+tq=l
dMx(t)
i t=0=np=EX)
Encontrar E(X?)
Si tenemos
dMx(t
®_ npe‘(pe’ + q)"*
dt
2
d ];;(t) =nn-—1)(pe* + q)"'z(pet)2 + npet(pet + )™ !
2
d Z;(t) =nn—1)(pe® + q)”‘z(peo)z +n(pe® + @) (pe®)
t=0
% o =M =D+ " +nplp+ )" pHg=l
d’*Mx(t
T — - DO + w1
t t=0
2
s o =W =D 4np=mwpEh -1 +1) =np(p —p+1);p=1q

=np(np—1+q+1) =npnp +q) = (np)* + npq = EX?
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Var(X) = E(x®) — (EX)* = (np)* + npq — (np)* = npq

Ejercicio

Encontrar la esperanza y varianza de la distribucién Geométrica, utilizando el método
de los momentos.

PX=k)=P,=p(1-p) 1 ;x,=k y k=1,2,3,..,0

t
Demostrar M, (t) = E(etx)=1f;et

Desarrollo

E(e™) = Z pre™ = Z p(1—p)te
k=1 k=1

= pZ(l —p)t et
k=1

= p ) =Pk -p) e
k=1

== [ —pett

_pk=1

:BZ
qk

[qe']*
=1

Sea la serie geométrica
o (1F (@e) + (@e)? + (ge)* + -+ (ge)" + = 1)
A la serie anterior se le suma 1y -1, para que la serie comience desde k=0.

1
Sle 8
q\1—qet

-1—1+qet> pet

=1—qet

1—qet

_P
Mx(t) = q(

Demostrar E(x) = %
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dMx(t) pe'(1—qe") —pe'(—qe")

dt (1 —qget)?
dMx(t) pe' — pget+ pget
dt 1-2qet +q2e?t
dMx(t)  pe'
dt  (1-—qet)?
dMx(@®)| pe’
dt li=o 1—2qe®+q2e°
dMx(t) _ p
dt li=g 1-2q+q>?
dMx(t) _ p
dt =0 (1—9)?
dMx(t 1
® _1_ EX
dt lg=0 P
Calcular la EX?
dMx(t)  pe'

dt (1 -—qeb)?

d’Mx(t) pe‘(1—qe)? —pef[2(1 - qe")(—qe")]

dt? (1 —qeb)*
3 pet — 2pqe?t + pq?e3t — pet(—2qet + 2q*e?h)
- (1—get)*
d*Mx(t) B pet — 2pqge?t + pg?e3t + 2pqe?t — 2pqredt
dez (1 —qet)*
d?Mx(t) _ pe® —pqg?e®
aez |, (@@ —qe®*

d’Mx(t)| _ p-pq®
ez | _, (-t
d’Mx(@®)|  p(1-q?)
dt? =0 B p*
d’Mx(t)|  1-q* EGe?)
dt? - p3 -
t=0

02 =Var(x) = E(x?) — E(x)?
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Var() 1-¢g> 1
ar(x) = -
p® p?
1-q¢*-p
Var(x)=T
1-p-(1-p)*
Var(x) = o3

1-p—1+2p—-p®> p-p’ _pd-p) _1-p_

q
Var(x) = p3 p3 p3 p?2  p?

Ejercicio

Encontrar la esperanza y varianza de la distribucidén Poisson, mediante el método de
los momentos.

e—l k
PX=k)=p, = a0 A>0; x=01,2,3,..
Demostrar
Mx(t) = elet=1 — pA(ef-1)
Desarrollo
Mx(t) = E(e™) = ) et p = ) et py
x=0 x=0
- e~k
Mx(®) = ) et* ()
k!
x=0
had etk gk
_ -2
Mx(t) =e o
x=0

Mx(t) = e™* Z %
x=0

ret  (1eH)?  (Aeh)3 (leH™
o Tt Tt

+oe

Mx(t) =e *|1+
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Se puede deducir que
z0 z Zz? zn

Z L E LRz e
RTINS e =e

Mx(t) = e~ elet = glef-1 — pA(e’-1)

t

Encontrar E (X) =4

dt
dMx(t
dt( ) £ =0=e "D e = 20D 3(1) = 2@ A1) = A
dMx(t) = 1= E®)
dat |[t=0
Calcular EX?
dMX(O) _ jetn
dt
d*Mx(t
dtz(—) = ehe'=2 ot 4 gle'=2 Yot Jot
d?*Mx(t
dtz( ) r=0= e 1’ +er" 120 20 = 1 + 22

d2Mx(t)

dt2 t=0=’12+/1=E(x2)

Var(X) =22+1-22= 12
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Fuente: GALINDO Edwin, Estadistica - Métodos y Aplicaciones, ProCiencia Editores 2011,
Ejercicios 3.6, literales (23, 24, 25, 26) pag 112,113

1. Un supermercado tiene una demanda diaria variable x de la cantidad de carne que

vende, de tal manera que X (medida en cientos de kilogramos) tiene una funcién de

densidad de:
3 %2, si 0sx<1
64 ! -
f(x)= <

~0___ Caso contrario

a) Calcule el valor esperado de la cantidad de carne demandada y su desviacién
estandar.

b) Silaganancia estd dado porY=2x—-0.5. Calcule la ganancia esperaday su varianza.

R: a) E(x) = 3, o(x) = 0.7746; b) E (y)=5.5, Var (y)=12/5

2. La longitud de ciertos gusanos se distribuye segun la funcién de densidad
3 .
" (x-1)(3-x), si 1< x<3
f(x)= s
—~— 0 Caso contrario
a) Calcule la esperanza y la varianza de la longitud de los gusanos
b) Si para un estudio se consideran aquellos ejemplares que tenga una longitud entre 1.7

cmy 2.4 cm, calcule el porcentaje de gusanos que tienen esta caracteristica.

R: a) E(x) = 2, Var(x)= 0.2; b) 50.225%
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3. El tiempo de uso diario de la red internet en una oficina tiene por funcién de densidad

(medida en horas)

3x2(8-x)

1024 , Si 0<x<8
f(x)=
0 caso contrario
° Calcule el valor esperado y la varianza del tiempo diario de uso de internet
° El tiempo de uso de internet cuesta 2 ddlares por hora. Calcule el valor esperado y la
desviacidn estandar del costo semanal (en 5 dias laborables) por el citado uso.
R:a) E (T) =4.8 h, Var (T)=2.56 h? ; b) E(c)=48, o(c) = 16
4. La ley de probabilidad que describe la distancia (en metros) a la que un atleta lanza la
jabalina
B ﬁ sen(ﬁ), si x€ [0,10 ?]
f (x)= -
0 caso contrario
° Halle la probabilidad de que una jabalina lanzada llegue a una distancia mayor que
60m
° Determine el valor esperando de la distancia a la que llega la jabalina
° Halle la varianza y la desviacidn estandar de la distancia cubierta por la jabalina.

R: a) Pr(x>60)=0.334; b) E(x) = 5 = 49.348; c) Var(x)=461.3m?, o(x) = 21.478 m
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CAPITULOS

Distribuciones de variables aleatorias

Ventas

W ler trim.
22 trim.
i 3er trim.

W42 trim.

Contenido
5.1 Distribucion variable aleatoria discretas
e 5.1.1 Distribucion Binomial y Bernoulli
e 5.1.3 Distribucion hipergeométrica
e 5.1.4 Distribucion geométrica
e 5.1.5 Distribucion de poisson
e 5.1.6 Distribucion binomial negativa
5.2 Distribucidn Variable Aleatoria Continuas
e 5.2.1 Distribucion Uniforme

e 5.2.2 Distribucion exponencial

5.2.3 Distribucion normal

5.2.4. Teorema del Limite Central

5.2.5 Distribucion gamma




Estadistica y probabilidad con

Ing. Mat. Willam Caiza, docente UPS.

CAPITULO 5: DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS

5.1 Distribucion variable aleatoria discretas

5.1.1 Distribucion Bernoulli
Una prueba de Bernoulli es un experimento aleatorio cuyos posibles resultados son éxito
y fracaso, la P(éxito) =py P(fracaso)=qyp+q=1.

Si X es una variable aleatoria discreta de Bernoulli, se puede definir

{ 1;para el éxito
X =
0 ;parael fracaso

Propiedades:

e E(X)=p
e Var(X)=pq

Dado el evento “Pasar el semestre”, los posibles resultados de la consulta son “paso el
semestre” 6 “no paso el semestre”, lo que nos daria la idea de una prueba de Bernoulli,
donde el éxito = “pasd el semestre” y fracaso = “no pasé el semestre”.

5.1.2 Distribucion Binomial
Dado n pruebas de Bernoulli, si se requiere conocer, la probabilidad de obtener k éxitos

en las n pruebas de Bernoulli, se hace uso de la probabilidad Binomial.

PX=k)= ,C

kpk qn—k
n = numero de pruebas de Bernoulli

p = P (éxito)

g = P (fracaso)

k = k-éxitos

n - k = nUmero de fracasos

Propiedades:
e X ™~ Bin(n,p) ; X sigue una distribucién Binomial de pardmetros n, p.

o EX)=mnp
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e Var(X) =npq

Ejercicio 58
Un dispositivo estd compuesto por tres elementos que trabajan independientemente.
La probabilidad de falla de cada elemento en un dia es 0,1. Formar la ley de

distribucion de probabilidad del nimero de elementos de falla en un dia.

Primera Forma
SiX=0
P(“ cero fallen”)= P(el primero funcione y el segundo funcione y el tercero funcione)
Los eventos son independientes.
P(“cero fallen”)=P(el primero funcione) P(el segundo funcione) P(el tercero funcione)

P(“cero fallen”)=(0.9) (0.9) (0.9)= 0,729

Si X=1 entonces:

P(uno falle) = P(primero falle y segundo funcione y tercero funcione o primero
funcione y el segundo falle y tercero funcione o primero funcione y segundo
funcione y tercero falle )

= P(primero falle y segundo funcione y tercero funcione )+P(primero funcione y el
segundo falle y tercero funcione) + P(primero funcione y segundo funcione y tercero
falle) = P(primero falle)P(segundo funcione)P(tercero funcione)+ P(primero
funcione)P(segundo falle)P(tercero funcione)+ P(primero funcione)P(segundo
funcione)P(tercero falle)=(0,1) (0,9)(0,9)+ (0,9)(0,1)(0,9)+(0,9)(0,9)(0,1)= 3
(0,1)(0,9)(0,9)=0,243.

Si X=2
P(dos falle)= P(primero falle y segundo falle y tercero funcione o primero funcione y
segundo falle y tercero falle o primero falle y segundo funcione y tercero falle) =
= P(primero falle)P(segundo falle)P(tercero funcione)+ P(primero funcione)P(segundo
falla)P(tercero falle)+ P(primero falle)P(segundo funcione)P(tercero falle)=

(0,1)(0,1)(0,9)+(0,9)(0,1)(0,1)+(0,1)(0,9)(0,1)= 3 (0,1)(0,1)(0,9)= 0,027
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SiX=3

P(tres fallen) = P(primero falle y segundo falle y tercero falle) = P(primero
falle)P(segundo falle)P(tercero falle) = (0,1)(0,1)(0,1)
Segunda Forma
X= “Numero de elementos que fallan”
X={0, 1, 2, 3}
Exito= “elemento falle”

P(éxito) =p=0,1
P(x=0)= 3(,0,1°0,93 = 0,93

P(x=1) ,C, 0,11 0,92

= 3(0.11)(0.9%)

P(x=2)= 5(,0,1%20,9' = 3(0,12) (0,9%)

P(x=3)= 5(30,130,9°= 0,13

Se puede observar que en la primera forma se ha calculado la probabilidad de forma
I6gica la cual es bastante tedioso, en la segunda forma se hace uso de la probabilidad

binomial con la cual los calculos se han simplificado.

Ejercicio 59

Una maquina llena de cajas de palillos de fésforo. En una porcion del 10% la maquina
no llena las cajas por completo. Se toman al azar 25 cajas de fosforo. Calcule la

probabilidad de que no haya mas de 2 cajas incompletas

Desarrollo
Exito = “cajas incompletas”
X =" numero de cajas incompletas”

n=25
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P(éxito) =p=0,1

Px<2)=P(x=0)+P(x=1)+P(x=2)
P(x = 0) = 25(C,0,1°0,9%°> = 0,07
P(x=1)= ,5C; (0,1)1(0,9)%* = 0,199
P(x=2)= ,5C,(0,1)2(0,9)2% = 0,265
P(x < 2) = 0,537

Realizacion del ejercicio en R:

R R Console =N [E=R <=
> pl <- dbinom(x=0, size =25, prob=0.1)
> p0

[1] 0.07178%8

> pl <- dbinom(x=1, size =25, prob=0.1)
> pl

[1] 0.19%41¢1

> p2 <- dbinom(x=2, size =25, prob=0.1)
> pZ

[1] 0.2e58881

> p<—- pl+pl+p2

=

[1] 0.5370%41

>

i
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Ejercicio 60
Una encuesta revela que el 20% de la poblacion es favorable a un politico y el resto es
desfavorable. Si se eligen 6 personas al azar se desea saber:
a.- La probabilidad de que las 6 personas sean desfavorables

b.- La probabilidad de que a 4 de las 6 personas sean favorables

Desarrollo parte a.
n=6 pruebas de Bernoulli
Exito = “voto desfavorable”

P(éxito) =p =0,8

4

X= “Numero de personas desfavorables’

P(x = 6) = 6C4(0,8)(0,2)° = 0,26

Desarrollo parte b
Exito="voto favorable”

P(exito) =p =0,2
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X= “Numero de personas favorables”

P(X = 4) = 6C,(0,2)*(0,8)% = 0,015

—_,_——See--------———L——,Y,ee—,eee

R R Console

> pé<-dbinom(x=6, size=¢€, prob=0.8)
> pé

[1] 0.262144

> pd<-dbinom(x=4,size=¢, prob=0.2)
> p4d

[1] 0.0153¢

> |
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Ejercicio 61
Una aeronave dispone de 4 motores que funcionan independientemente la

probabilidad de que falle 1 motor durante un vuelo sea 0,01. {Cual es la probabilidad

de que un vuelo dado?:
a) No se observen fallas
b) No se observe mas de una falla
c) Si un avién puede seguir volando si al menos dos motores contindan

funcionando ¢Cual es la probabilidad de que el avidn se accidente?

Desarrollo literal a

Exito=" motores fallen”

X ="Numero de motores fallen”

P(éxito) =p = 0,01

P(x = k) = nCyp*q™*

P("no se observen fallas™) = P(x = 0) = 4€,(0,01)°(0,99)* = 0,96

Desarrollo literal b
Exito="motores fallen”

X ="Numero de motores fallen”
P(éxito) =p = 0,01

P("no se observa mas de una falla") = p(x < 1)
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=Px=0))+P(x=1)

= 4(,(0,01)°(0,99)* + 4¢,(0,01)1(0,99)3 = 0,9994

Desarrollo literal c
Exito="motores funcionen”
X ="Numero de motores funcionen”
P(éxito) =p = 0,99
P("por lo menos 2 motores funcionen") = p(x = 2)
=PX=2)+PX=3)+PX=4)

= 4(,(0,99)?(0,012) + 4C5(0,99)3(0,01) + 4€,(0,99)*(0,01°)
= 0,99999603 es la probabilidad que no se accidente, entonces la

P(accidente el avidn) = 1- P(no se accidente el avién) =1 — 0,99999603 = 3,96X10~°

5.1.3 Distribucion Hipergeométrica

La distribucidn hipergeométrica es util en aquellos casos en los que se extraigan
muestras.

Es importante recalcar que tanto la distribucion binomial como la distribucidn
hipergeométrica persiguen el mismo objetivo “el nimero de éxitos en una muestra que
contiene n observaciones”, la diferencia radica en que que la hipergeométrica considera
no solo a los elementos de la muestra, sino también a los elementos de la poblacién.

La principal aplicacidon es en el muestreo de aceptacidn y control de calidad donde de un
lote de articulos se toma una muestra y se analiza para decidir si se acepta o rechaza el
lote.

N bolas
(] N-n azules r- bolas
(@)
e .

® ® ® Q@ k- rojas

) e ©
@ P r-k azules
n rojas )
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La distribucion Hipergeométrica calcula la probabilidad de que haya k bolas rojas en una

muestra de r bolas de una poblacién de N bolas y n bolas rojas.

an N—n Cr—k
NC, ’

PX=k)= k =0,1,.., min{n.r}

Propiedades:
[} E(X) = % = T‘p
N-r
o Var(X) = Pq——

e X~ H(N,n,r)

Ejercicio 62

En una linea de control de calidad se revisan 10 articulos determinando que hay 3 que
no cumplen con las especificaciones. Si se escogen al azar 2 articulos identifique los
parametros de la ley y halle la esperanza de la variable aleatoria, que describe el

numero de piezas correctas de las dos escogidas.

X=“Numero de piezas correctas”
X={0,1,2}

N = articulos

r=2
n=7
P(X =0) =232 = 0,06
10C,
7€, 36,
P(X=1)= = 0,46
& =1 =>4,
7€,3Co
P(X=2)= = 0,46
*=2=7

3

E(X) = zxipi

i=1
= 0 + 0,46 + 2(0,46)
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=1,38

E(xX) == —2(7)—7—14
NPT 1075

var) =2 (i5) (50) (55 =1) = (s0) 5) = 07

R R Console

> pO0<-dhyper (x=0,m=7, n=3, k=2)
> p0

[1] 0.06666667

> pl<-dhyper (x=1,m=7, n=3,k=2)
> pl

[1] 0.4666667

> p2<-dhyper (x=2,m=7, n=3,k=2)
> p2

[1] 0.4666667

>
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Ejercicio

Para llenar 4 vacantes de contador se presentan 10 personas, 7 hombres y 3 mujeres.
Salen seleccionado 3hombres y 1 mujer. Las mujeres acusan al empleador de
discriminacion sexual por que los llevan a juicio. Si el juez supone que la eleccion fue

al azar, ¢ puede decirse que existio discriminacion al hacer la eleccion?.

Solucidn:

Para poder solucionar el altercado, se deberia calcular la probabilidad que salga 3
hombres y también la probabilidad de que salga 3 mujeres, si la probabilidad de que
salgan 3 mujeres en el grupo de 4 vacantes es mayor a la probabilidad de que salgan 3
hombres en el grupo de 4 vacantes se podria decir que hubo una discriminacién debido

al sexo de la persona.
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Para los hombres

r =4 personas

N=10

n=7

X="Numero de hombres”

7C33C,
10C,

P(X=3) = 0,5

La probabilidad de salir 3 hombres en el grupo de 4 personas es 0,5.

Para las mujeres

N=10

n=3

X ="Numero de mujeres”

3C57C,
10C,

P(X=3) = = 0,033

La probabilidad de salir 3 mujeres en el grupo de 4 personas es 0,033.

Se concluye que no habido descriminacion.

| R R Console BN

> p3h<- dhyper (x=3,n0=7,0=3, k=4)

> p3h

[1] 0.5

> p3m<- dhyper (x=3,0=3,n=7,k=4)

> p3m I
[1] 0.03333333

>

llustracion 10lustracion 11Tips R 23. Distribucion Hipergeométrica.
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5.1.4 Distribucion Geométrica

Sea una sucesion de pruebas de Bernoulli con probabilidad de éxito p, en lugar de contar
el niumero de éxitos, nos interesa conocer el niumero de intentos hasta obtener el
primer éxito, tal sucesion se dice que es un experimento geométrico.

X =“Numero de pruebas hasta obtener el primer éxito”

PX=k)=qp; k=12..

Propiedades

1

e E(x) =3
_4a
o Var(x) ==
P
e X~G(p)
Ejercicio 64:

Cuando se graba un comercial de tv la probabilidad de que un actor recite
correctamente el dialogo de su toma es de 0.3. ¢{Cuadl es la probabilidad que el actor
recite correctamente su dialogo en la 6ta vez, su esperanza y intervalo de confianza al
95%?

Desarrollo
Exito="recite correctamente”
P(éxito)=p=0,3

X =“Numero de intentos hasta que recite correctamente”

P(X = 6) = (0,7)°(0,3) = 0,05

1 1 . . . .
E(X) = i 3,33, indica que en promedio a la tercera vez recita correctamente

9 _07 =7,78
P2_0,32_ ’

o(X) = 2,789

Var(x) =
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Intervalo de confianza al 95%

33-1.96+ (%) :3.3 + 1.96 (2'—;58)] = [1.08;5.51]

Ejercicio
En un examen el profesor realiza varias preguntas a un estudiante. La probabilidad que de que
el estudiante responda correctamente a cualquier preguntas es =0,9. El profesor interrumpe el
examen apenas el estudiante manifiesta el desconocimiento de la pregunta hecha, calcular.
a.- Formar la ley de distribucién de la variable aleatoria que describe el nUmero de preguntas
gue realiza el profesor
b.- Hallar el nimero esperado de preguntas que ha de realizar el profesor.
Desarrollo
Exito ="responda incorrectamente”
P(éxito) =p=0,1
X=“nimero de preguntas a realizar por el profesor”
P(x =k) =q"'p
P(x =1) =(0.9)°(0,1) = 0,1
P(x =2)=(0.9)1(0,1) = 0,09
P(x =3) = (0.9)2(0,1) = 0,081
P(x = 4) =(0.9)3(0,1) = 0,073

p|01]|0,09|0081)0,073

Parte b

Ex)=2= L =
= =5i=

10

En promedio se espera que el profesor realice 10 preguntas
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R Console EI@

% e5 el nimero de fallas de pruebas de Bernoulli
ue el éxito ocurra
(x=0,prob=0.1)
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Ejercicio
Se sabe que aproximadamente el 20% de los usuarios de Windows no cierra el programa

adecuadamente. Supongamos que Windows estd instalado en una computadora publica
gue es utilizada aleatoriamente por personas que actian independientemente.

a) ¢Cual es la probabilidad de que el tercer usuario sea el primero que cierre
adecuadamente Windows?

b) ¢Cudl es el nimero medio de personas que usan la computadora desde el
momento que se enciende hasta que alguien no cierra adecuadamente?

Desarrollo

Parte a:

Exito = cierre correctamente
P(éxito) = p=0.8

X ="Numero de personas que usan incorrectamente la computadora hasta que el
primero cierre correctamente”

P(el tercer usuario sea el primero en cerrar correctamente) = P(X = 3) = 0.220.8 =
0.032

Parte b:

X="numero de personas que usan correctamente hasta el primero que cierre
incorrectamente”

EX)= —=5

1
0.

2

5.1.5 Distribucion de Poisson
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Sea X una variable aleatoria discreta, se dice que X sigue una distribucion de Poisson con

pardmetro A, con A promedio de los sucesos en una unidad de tiempo.
La distribucion de Poisson calcula la probabilidad de sucesos en una unidad de tiempo,

definida por

-k

kKl

e
PX=k)= k=0,123,..

Propiedades:

e E(X)=A
e Var(x) =A
o« X~P(})

Comunmente esta ley depende del tiempo (t), es conveniente escribirla de la siguiente

forma:

PX=k)= BT k=012,..

e—)\t(}\t)k
]
Existe una relacién entre la distribucidn de Poisson y la distribucién Binomial, cuando n
>30 yp <0.05y A = np. Lo anterior describe cuando se podria utilizar la distribucidn

Binomial si los parametros de Poisson tienen esos valores.

Ejercicio:
El promedio de llamadas que recibe una central telefénica en un minuto es de 1.5, halle
la probabilidad de que en 4 minutos se reciban:

a) 3llamadas

)

1 llamadas]
minuto

t = 4 minutos

X = "NUumero de llamadas en 4 minutos"

—(1,5(4)) 3
PO = 3) = e (1,5(4))

= 0,089

3!
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IR R Console

‘) # a) 3 llamadas

> p<-dpois (x=3, lambda=6)
> p

[1] 0.08923508

> |
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b) Menos de 3 llamadas

P(x<3)=Px=2)+P(x=1)+P(x=0)
e-(15@)(1,5(4))" e-(15@)(1,5(4))" e~ (15®)(1,5(4))"
= + +
2! 11 0!
= 0,0446 + 0,0148 + 2,47X1073
= 0,0619

EArchivo Editar Visualizar Misc Pagquetes Ventanas Ayuda

> # D) Menos de 3 llamadas
>

> b0<-dpois (x=0, lambda=6)
> b0

[1] 0.002478752

> bl<-dpois(x=1, lambda=6)
> bl

[1] 0.01487251

> b2<-dpois (x=2, lambda=6)
> b2

[1] 0.04461754

> suma<-sum(b0,bl, b2)

> suma

[11 0.0619688

|
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c¢) Nomenosde4ynomasde?
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P(4<X<7)=P(x=4)+P(x=5)+P(x=6)+Px=7)
e~(Ls®)(1,5(4))" e~(15@)(1,5(4))° e~(15®)(1,5(4))°
al * 51 * 6!

e~ (154)(1,5(4))’
* 71
= 0,133+ 0,16 + 0,16 + 0,14
= 0,593

IR R Console

> #c) No menos de 4 y no mas de 7
>

> cd<-dpois (x=4, lambda=¢)
> c4

[1] 0.1338520

> ¢b<-dpois (x=5, lambda=6)
> cb5

[1] 0.1606231

> c6<-dpois (x=6, lambda=6)
> Cc6

[1] 0.1606231

> cT7<-dpois (x=7, lambda=6)
> 7

[11 0.137677

> suma<-sum(cd,c5,c6,c’T)
> suma

[1] 0.5927759

> |

llustracion 15 Tips R 28. Distribucion Poisson.

Ejercicio:
En un hotel el promedio de pedidos a la habitacidn es igual a dos cada media hora. Halle la

probabilidad de que en una hora se reciba

A=

—5 pedidos] 60 min pedidos]
30min |1 hora” 1 hora
Sit=1hn

X=“Numero de pedidos en una hora”

a) Tres pedidos

~(4) 3
px = 3) = D)

= 0,195

3!
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b) Menos de 3 pedidos

Px<3)=Px=2)+P(x=1)+P(x=0)
e~ (W) (4(1))* e~(UW)(4(1))"  e~(4M)(4(1))"
+ +
2! 1! 0!
= 0,146 + 0,073 + 0,018
= 0,237

Ejercicio
Una fdbrica de gaseosas recibio 100 botellas vacias. La probabilidad de que al
transportarlas resulte una botella rota es 0.03. Halle la probabilidad de que la fabrica
reciba rotas:

a) Exactamente dos botellas

X="NuUumero de botellas”
A =np =100(0.03) = 3
e—3 (3)2
2!

P(X=2) = =0,22

Mediante la distribucion binomial

P(X =2) =100C2 0.0320.97°® = 0,22

b) Mas de dos

PX=23)=1-(PX=0)+PX=1)+P(X =2))

6_3(3)0 e—3(3)1 e—3(3)2
:1_< o 1 2!)

=1-(0,04978 + 0,14936 + 0,224) =1 — 0,42318 = 0,5768

c) Porlo menos una

e—3 (3)0

PX21)=1-PX=0)=1-—

= 0,95

5.1.6 Distribucion Binomial Negativa
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Sea X una variable aleatoria Binomial Negativa con parametros r y p. Se requiere

conocer el nimero de pruebas de Bernoulli necesarias hasta obtener r éxitos, tomando
en cuenta que el Ultimo éxito es r, su funcidn de probabilidad es

PX=k)= (l: : 1) p"( T k=rr+1,r+2,..

Propiedades

Ejercicios

De un grupo de 50 esquizofrénicos, 12 padecen alteraciones cerebrales. calcule la
probabilidad de que padezcan tal alteracidn:
a) el primero con alteracién cerebral se encuentre en la octava consulta de
historiales.
b) el tercero con alteracion cerebral se encuentre en la décima consulta de
historiales.

Literal a:
Parar =1 éxito, ya que un éxito debe estar en la octava consulta tenemos

P(éxito)= P(padezcan alteraciones)=12/50 = 0.24

1%X=8)=(1_1)02M0767=00$n

Literal b:
Para r =3 éxitos, ya que un éxito debe estar en la décima consulta tenemos

P(éxito)= P(padezcan alteraciones)=12/50 = 0.24

PQ=1®=(2_

1 > 0.243 0.76” = 0.0728
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Ejercicio
Disponemos de una caja que contiene: 5 triangulos (T), 3 circulos (C) y 2 rectangulos (R).
Realizando extracciones de figuras con reemplazamiento:

a) Calcule la probabilidad de que, al realizar 8 extracciones, se obtenga en
4 ocasiones un circulo.

b) Calcule la probabilidad de que se necesiten 8 extracciones para obtener 4

circulos.

Literal a.
P(éxito) = P(salga circulo)= 3/10=0.3

X= “Numero de circulos”

P(X =4) = (8

4> 0.3%0.7* = 0.1361

Literal b:

Para r=4 éxitos, y como el ultimo éxito debe ser el octavo, tenemos
P(x=8)= (, _,)03%07" = 0.068

4

1
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Fuente: GALINDO Edwin, Estadistica - Métodos y Aplicaciones, ProCiencia Editores 2011,
Ejercicios 4.6, literales (28, 29, 31, 32, 34) pag. 130

1) Unajugadora de tenis gana el 30 % de los partidos que realiza. Ella jugara en un torneo

mientras no sea eliminada en el partido.

° Halle la probabilidad de que sea eliminada en el segundo partido;

° Si para ganar el torneo se debe ganar 5 partidos consecutivos, écual es la probabilidad
de que la jugadora pierda en la final del torneo?

° ¢Cuantos partidos se espera que llegue a jugar durante el torneo?

Respuestas: a) 0.2211 b) 0.007946 c) 3 partidos

2) Una marca de refrescos tiene impresas, en cada una de las tapas, una de las figuras de
los cuatro jinetes del apocalipsis, y quien retina la coleccién completa ganara un
premio. Si un comprador cree que hay igual nimero de figuras de cada uno de los

personajes en la proporcidn, ¢ Cuantos refrescos a de esperar para ganar el premio?
Respuesta: E(X)= 8.33, es decir 9 refrescos

3) Un lepidopterista solo esta interesado en los ejemplares de una clase de mariposas,
que constituyen el 15% de todas las mariposas de la zona. Halle la probabilidad de que
esta persona tenga que cazar 8 mariposas de las que no le interesan antes de comprar.

° un ejemplar de clase deseada;
° tres ejemplares de clase deseada;

Respuestas: a) 0.04087 b) 0.03564

4) En una fabrica, el departamento de control de calidad, revisa los lotes de piezas que
entran, de acuerdo con el siguiente criterio: se van extrayendo piezas sucesivamente
y el lote es rechazado si se encuentra la primera pieza defectuosa antes de la vigésima
extraccion. Si conocemos que el 2% de piezas son defectuosas, écudl es la probabilidad
que un lote sea rechazado?

Respuestas: 0.3188
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Se sabe que, aproximadamente, el 20% de usuarios de Windows no cierran el
programa adecuadamente. Supongamos que el Windows esta instalado en una
computadora publica que es utilizada aleatoriamente por personas que actuan

independientemente unas de otras?

¢Cual es la probabilidad que el tercer usuario sea el primero que cierra
adecuadamente el Windows?;

¢Cual es el nimero medio de personas que usan la computadora desde el momento
en que se enciende hasta que alguien no cierra el programa adecuadamente?;

Respuestas: a) 0.032 b) 5
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5.2 Distribucion Variable Aleatoria Continuas

5.2.1 Distribucion Uniforme

Sea X una variable aleatoria continua se dice que X sigue una distribucién Uniforme en un

intervalo [a, b], si su funcién de densidad es:

1 .
fFo) =1p—g six € [a,b]
0, en otro caso

Y funcidn de distribucion:

0, six<a
xX—a ]
F(x) = Pt six € [a,b]
1, six>b

Propiedades:

a+b

o E(x)=—

(b-a)®

e Var(x)= >

e X~Ula,b]

Sus graficas son:

Fixd

b
=0
i

fad

Ejercicio

Demostrar esperanza y varianza de la distribucion Uniforme
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b
ﬂm=fxﬂm

E(x):be (bia>dx

Var(x) = E(x?) — (E(X)?)
Encontremos E (x?)
b

E(x?) = L x? (ﬁ) dx

1«3 1 b%+ab + a?
_la = —(b3—a3) - =
b—a 3 3(b—a) 3

1 a+b
Var(x) = = (b? + ab + a?) — (——)?
3 2

b%+ab +a? (a+ b)?
T3 T 4
4b? + 4ab + 4a? — 3(a®+2ab + b?)
- 12
b%—2ab + a?

- 12

(b — a)?

12

Var(x) =

Ejercicio 58

En una practica de precisién aérea se deja caer una bomba a lo largo de la linea de un
kildbmetro de longitud, el blanco se encuentra en el punto medio de la linea. El blanco
se destruira si la bomba cae a una distancia menor que 75 metros del centro. Calcule la
probabilidad de que el blanco se destruya si la bomba cae al azar a lo largo de la linea.

X= “longitud de la practica aérea”, x € [0, 1000]
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1ra Forma:

P(Blanco sea destruido) = P(425 < X < 575)

575 1

P(Blanco sea destruido) = f ——dx
425 1000

: 1 575
P(Blanco sea destruido) = ———x|352

1000

) 1
P(Blanco sea destruido) = m(575 —425)

P(Blanco sea destruido) = 0.15
2da Forma:
P(425 < X <£575) = F(575) — F(425)
Su funcidn de distribucidn es:
0, six<0
F(x) = ﬁ six € [a,b]
1, si x> 1000

575 425

P(425 < X < 575) = 0.15

Ejercicio 59

Una variable aleatoria X sigue una distribucién uniforme sobre [-2,3].
a) Calcular Pr(X=1)
b) Pr(X<1.3)
c) Pr(]|X]<1.5)

0, six<-2
x+2

F(x) = , six € [—2,3]
1, Si x> 3

Parte a:

La probabilidad P(X=1) = 0, ya que la probabilidad en un punto es cero.

Parte b:

3.3
P(X<13)=P(-2<X<13)=F(13)-F(-2) = = —0=0.66
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Parte c:

3.5 05
R R Console BN
> fP(¥<1.3)
> pld- punif(l.3,min=-2, max=3)-punif(-2,min=-2, max=3)
»pl
[1] 0.66
» p2¢- punif(1.5,min=-2, max=3)-punif(-1.5,min=-2, max=3)
» pl
[1] 0.6
> |

llustracion 16 Tips R 30. Distribucion Uniforme.

5.2.2 Distribucion Exponencial

Sea X una variable aleatoria continua, se dice que X sigue una distribucién exponencial

de parametro A, con funcién de densidad

_ le™ ;x>0
fe) = { 0; en otro caso

con funcién en distribucion

1—e™; x>0
F(x) =P(X <x) = P X =
) X =x) { 0 ; enotro caso

Propiedades

([ ] E(X) =

>

e Var(X) = /%2

o X~e(d)
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Las graficas de las funciones de distribucion y densidad

F(x) FES]

ix
5
]
(

i

Ejercicios

Calcular la esperanza de la distribucién Exponencial.

E(x) = j Ooxke‘}"‘dx

0
=7\gi_r)130f0bxe‘7‘xdx (0)
Mediante integracién por partes
u=x
du=dx (1)
y dv =edx (2)

Cambio de variable

m = —Ax
dm_ N
dx

—%dm =dx (3)en(2)

1

v= Y e™dm
— _l —Ax
v= —ge (4)

(1) Y (4)en (0)

= A lim [—%e"lx +%fe"1x dx]

b—oo
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—-Ax
— : xe 1 x|
= Alim |— —=e ] lo

b— A 22
= 1 lim [(_Ee—b/l _ie—bz) B (_ e—l(O))]

b—oo A 22 12
= A lim [——e -bd _ —bl_*_

b—

.1

_A[_Zglﬂ}oeﬁ_ 2 hmm"‘ =1; pero Jim =0
= A0+0+ /1—2]

1
=[]
T2

Concluimos E(X) =%

Ejercicio
Una variable aleatoria esta distribuida segtin una ley exponencial del parametro A=3.
a) Hallar P (0.13< X <0.7)

Desarrollo

0, x<0
fe) = {Ae"‘X x>0

F={pmr 1y

P (0.13<X <0.7)

0.7
f 3e 3% dx
0.13

— —3
-3 3 ( X)l 0. 13
- [_6—3(0.7) + 3013 ]

= —0.12245 + 0.677
=0.55
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R R Console =N =R
> # Hallar la P({0.13 < X < 0.7)

> F A

> F P(X < 0.7)

> pl <—- pexp(0.7,3)

> F P(X < 0.13)

> p2 <- pexp(0.13,3)

> p <- pl-p2

> p

[1] 0.5546004

> La probabilidad P( 0.13<¥<0.7) = 0.5546 yv A=3

llustracion 17Tips R 31. Distribucion Exponencial.

b) Determine su esperanza

Desarrollo
E(x) = fooo 3e ¥ xdx

=3 lim fob e 3% x dx

b—oo
u=x dv= [ e 3% dx

e—3X

du=dx v=—
3

_e—3x

. 1/b _5
3 [543 5 e ]

=3 lim [—x e_sx] += [— e_3x] | B

b—oo 3 3 3
-3b -3b 0
. e e e
3 lim[-p S ]
b—oco 3 9 9

e—3b

[ . . e3b .
=3 |Jim b=~ Jim ==+ Jim 1/9

Lh— o0 3

=3[-1/3 gijgoe% - 1/9 gme% +1/9)

=3[-2(0) -5 (0) +1/9]

Ejemplos 58
El tiempo durante el cual las baterias para teléfono celular trabajan en forma efectiva
hasta que fallan se distribuye segin un modelo exponencial, con un tiempo promedio

de falla de 500h.
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a) Calcular la probabilidad de que una bateria funcione por mds de 600h.

Desarrollo

E(x) =500 h

X= “tiempo de duracién de bateria”

1
E(x) =5 = 5000

e 1
"~ 500

P(x = 600) = e ™™ dx
600
= —— 7500 dx

A
= % [‘5003_%96] l600

_® —600
= —e 500 4+ +4¢ 500

R Console E@

an T /eEan
U, 1/ o0 |_I)

— T e
I
|
[
|
oo
m
1]
'rj

1] 0.3011942

Vo WOV VY el

b) Si la bateria ya trabajo 350h, ¢cual es la probabilidad de que trabaje mas de 300h

adicionales?.

P(X =650 \X > 350)
pn)
P(B)
P(X =650 N X > 350)
- P(x = 350)

Conocemos P(A \B) =
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_ P(X = 650)

~ P(X = 350)
_ 1-P(X <650)
1 - P(X < 350)
_1-P(0 <X <650)
1-P(0 <X < 350)
_1-[F(650) — F(0)]
1—[F(350) — F(0)]

Su funcion de distribucion es

1
F(x)=P(XSx)={ 1—e 507 x20
0 ; enotrocaso

0.5488

5.2.3 Distribucion Normal

Sea X una variable aleatoria continda, se dice que X sigue una distribucién normal con
media u y varianza 62, notado X~N(u, c?).

La funcion de densidad de una distribucion Normal es

1 _eew?

f(x)=ﬁe 202 ; Vx €ER
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D stribucd fm Normal

I

Y la funcidn de distribucidn

F(x) =

1 A S
N f e 22 gy
2moJ_w

Propiedades:
1.- La distribucién Normal es simétrica, las dreas son iguales a los lados del eje de

simetria.

F+o R0

2.- El eje de simetria es igual a la media, moda y mediana (Mo = u = Md).
3.-EX) = u

4-Var(X) = o?

5.-Si Z ~ N(0,1); Z sigue una distribucién normal estandar.

5.- Zesuna variable centrada (X — pu).
. . X—-u
6.- Zesuna variable normalizada —

7.- Z es una variable con la cual podemos realizar comparaciones entre datos de
diferentes muestras, sin estar necesariamente en las mismas unidades.

8.- El 4rea comprendido entre [X — 0; X + 0] = 68%
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9.- El drea comprendido entre [X — 20; X + 20] = 96 %

Relacion entre Xy Z

Ejercicio:
El perimetro craneal de los hombres medidos en centimetros en una ciudad, es una

variable aleatoria con p=60cmy g?=4.

a) Qué porcentaje de los hombres tiene un perimetro craneal entre 57 y 64cm.
Desarrollo

X = "Perimetro craneal de los hombres"

X ~N(60,4)

g2 =4

o =Va

o=2

P(57 <x <64)
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3
P(57 < X < 64) =P(—§SZS2)

=P (2£2)-P (25 —1.5)
=0.9752-0.0668
=0.9084

b) Qué perimetro craneal debe tener un hombre para que el 16.8% de sus paisanos
tengan mas cabeza que él.

Desarrollo

. N 16.8%

1

La expresion siguiente indica la probabilidad de las X (perimetros craneales) mayores

a un x; (valor especifico) seaigualaun 16.8%.

P(X > x,) = 0.168
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PZSz)=) drea del recinto |
. | coloreado J

7088 7123 JIS57 7190 7224
7422 T454 7486 T517 7549

06 | 7257 7291 7524 7357
07 | 7580 7611 7642 7673

7064

7389
08 _ 7881 7910 7939 7967 7995 8023 805 8078 8106 8133
a|59 8186 8212 8238 8264 8289 B340 8365 8389
10| 8413 8438 8461 8485 8508 8531  W664 8577 8599 8621
11| 8643 8665 8686 8708 8729 8749 8770 8790 8810  .8830
12 8925 8944 8962 8980 8997 9016
1.3 9099 9115 9131 9147 9162 9177
14 | 9251 9265 9279 9292 9306 9319
15 | 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406 9418 9429 9441
16| - 9495 9505 9516 9525 9535 9545
1.7 9591 9599 9608 9616 9625 9633
18 9671 9678 9686 9693 9699 9706
1.9 9738

9641 9646 9656 9664 k ¥ y A ,
9744 9750 9756 9761 9767

9713 9719 9726 9732 .

En la tabla se puede observar el valor de Z correspondiente al 83.2%
Zl = 0.96 (1)

Z; =2 (2)

g

Resolviendo (1) vy (2)

X1 = O-Zl + u
x; = 2(0.96) + 60
x, = 61.92

c) Y cuanto para que el 35.2% tenga menos.

Desarrollo
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2355

X1

235

Fal

La ecuacidén siguiente indica, la probabilidad de las X (perimetros craneales) menores a
uno dado x;, seaigual al 35.2 %.

P(X < x,) = 0.352

Z, =-0.38 (1)
7 =2F (2)
Resolviendo (1)y (2)
X1 = 0z + U

x; = —0.38(2) + 60
x; = 59.24

Ejercicio

Los errores de medicién de peso de una balanza obedecen a una ley normal con
desviacion estandar 20 mg y esperanza 0 mg. Halle la probabilidad de que tres
mediciones independientes, el error de por lo menos una de ellas no sea mayor, en

valor absoluto, que 4mg.

X ="errores de medicion”
X ~ N(0,20%)

En general el error de medicién es
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u—4<x<u+4

—4<x-—u<4
lx —ul <4
P(lx —ul<4)

P<—4<x—u<4)_ (_4<Z<4)—P_4<Z< 4
o~ o “a a__a_(ZO_ - 20

P(-4<x<4)=P(-02<Z<02)
=P(Z<02)— P(Z<-02)
= 0.5793 — 0.4207
= 0.1586

La probabilidad que una medicién no exceda 4mg es 0.1586.

La probabilidad de que el error de por lo menos una de ellas no sea mayor, en valor
absoluto, que 4mg es:

P(por lo menos una de ellas)= P(un error no sea mayor o dos errores no sean mayor o
tres errores no sean mayor)= P(un error no sea mayor)+ P(dos errores no sean mayor)

+P(tres errores no sean mayor). (1)

Aplicando la probabilidad Binomial a (1), se tiene

P(un error no sea mayor)= 3(0.1586)(0.8414)(0.8414)= 0.3368
P(dos errores no sean mayor)= 3(0.1586)(0.1586)(0.8414)=0.06349
P(tres errores no sean mayor)= (0.1586)( 0.1586)( 0.1586)=0.00398

concluyendo la P(por lo menos una de ellas)= 0.4043

Ejercicio
Se toman dos exdmenes sobre 100 puntos en el primero se obtuvo una media de 80y

desviacidn estandar de 4 y en el segundo una media de 65 y desviacidn estandar de 5.
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Un estudiante saco 84 en el primer examen y 75 en el segundo. ¢En cudl de los dos

resultados, obtuvo mejor desenvolvimiento?
Desarrollo

X,~N (80,16)
X,~N (65,25)

P(X < 84) =P(Z<@)=P(z< 1) = 0.84

75—65
5

P(X<75)=P(z< )=P(Z<2)=0.97
Obtuvo mejor desenvolvimiento cuando obtuvo la nota de 75 ya que el 97% del curso

obtuvo notas menores a él.

Definicion de funcion Gamma

Se define la funcién Gamma de x y x>0 como
I'(x) = j t* e tdt
0

Ejercicio
(00}

ra) = f ti-le tdt = f e tdt=—et|g=—(e®—-eN==0-1)=1
0 0

Ejercicio
Demuestre T'(x + 1) = xI'(x)

I'(x+1) =J t*e tdt
0

Integrando por partes

u=_t*
du = xt* 1dt

dv = e tdt
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vV=—e

Fx+1) = Jim (—t¥e b + xfooo e tt* 1de) (1)

. t* - . . .
glm = |8 , el valor del limite es cero, aplicando x veces L'Hopital se tiene: en el
—00

numerador un nimero y en el denominador se tiene la misma expresion, aplicando
el limite se tiene cero. (2)

(2) en (1)
F'(x+1) =xI'(x)
Ejercicio

Demuestre:T'(n + 1) = n!

'n+1) =nl'(n)
=nn—DI(n—-1)
=nn—-1)n-2)I'(n-2)
=nn—1Mn-2)(n—3)'(n—-3)

=nn—-1Mn-2)(n-3)..(1 )F(n —(n- 1)) =nn—1)(n-2)..1r(1) =n!

Ejercicio

Demuestre:

1
r(z)= e
1 ®© 1 ®© 1
F(—) =f ti‘le‘fdtzf t2 e tdt
2 0 0

t =z2%z=+t:dt = 2zdz

@ -1 2
=J (z3)2 e %" 2zdz = ZJ
0

0

Cambio de variable

[ee]
_ _ 52 _ 52
zlezzdz=2.f e % dz
0

o)

F(l) = Zfoooe_zzdz (1)

2

r (l) =2["e"aw (2)

2
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Multiplicando

(o8] [o9]

e‘szz)( Zf e‘Wzdw)
0

(r(1/2))* = (2 f

0
(r(1/2))* = 4 f f e e % dzdw = 4 f f e~ @ W gzdw
o Jo o Jo
Cambio a coordenadas polares, el area de integracion es el primer cuadrante
r? =z2+w? y jacobiano = r
s
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(r'(1/2))? = 4f f e " rdrdf
0o Jo
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Reemplazando en la ecuacién anterior
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Funciones gamma incompletas.

Dadas las funciones Gamma incompletas

(24
Y(x,a) = j e~ tt* 1dt
0

I'(x, ) =f e~ te*1dt
a

F'x) =Y, a) +T'(x,a)

Distribucion Gamma
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La distribucidon gamma (generalizacién de una exponencial) es adecuada para modelizar

el comportamiento de variables aleatorias continuas con asimetria positiva, la misma
que es dependiente de dos pardmetros a y 5.

El primer parametro a sitla la maxima intensidad de probabilidad y por este motivo en
algunas fuentes se denomina “la forma” de la distribucién: cuando se toman valores
proximos a cero aparece entonces un dibujo muy similar al de la distribucién
exponencial. Cuando se toman valores mds grandes de a el centro de la distribucién se
desplaza a la derechay va apareciendo la forma de una campana de Gauss con asimetria
positiva.

El parametro B determina la forma o alcance de esta asimetria positiva desplazando la
densidad de probabilidad en la cola de la derecha. Para valores elevados de B la
distribucién acumula mds densidad de probabilidad en el extremo derecho de la cola. Al
dispersar la probabilidad la altura maxima de densidad de probabilidad se va
reduciendo; de aqui que se le denomine “escala”. Valores mas pequeiios de B conducen
a una figura mas simétrica y concentrada, con un pico de densidad de probabilidad mas
elevado.

III

Una forma de interpretar B es el “tiempo promedio entre ocurrencia de un suceso”,
relacionandose con el parametro de la Poisson como B=1/A.

La funcién de densidad gamma estd definida

1 L =
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R Sin nombre - Editor R = =

fgamma <- function(alfa,beta)
{
# trakajar con alfa vy beta enteros
X<- =2eq(l,40,0.1)
consta <- (1/((beta™alfa)*factorial(alfa)))
f¢<- consta*x” (alfa-1)*exp (- (x/beta))
plot (x, £, type="1")

fogamma (4, 3)

La funcion f(x) es funcién de densidad ya que:

o f(x)20
; -1
e i h—ﬁ
0 a 0
x)dx = jx“‘le‘xhdx
jof() t@ J,
Sea
_h_du_h_du_d
UEM T Ty T

Reemplazando en la ecuacién anterior

® h® (® u\e-1  d
jo Fodr = s fo (B e

h“ @ h%
— a-1 ,-u — —
= The fo u*te %du T@)he Na)=1

Concluyendo que f(x) es funcién de densidad.

Funcion de distribucion Gamma

xya—le—y

Flx,a) = f dy

o T(a)

Ejercicio

Demuestre: E(X) = af

E(X =J x f(x)dx = J x x% le=*hdy = J x%e*dx
=), 210 =55, r@ J,

Con




Estadistica y probabilidad con

Ing. Mat. Willam Caiza, docente UPS.

h* (u* _ du  h'T(a+1) h%I(a) «a

“T@),  © h T T(ohet T T(a)het Tk

a «a
= H = T = a’B
B
Ejercicio
Demuestre Var(X) = E(X?) — (E(X))?
2\ — oo2 — h® oo2 a-1,-xh _ha oooc+1 —xh
E(X)—j; x* f(x)dx = F(a),l; x“x% ‘e dx—r(a)j; x% e dx
R P u el du hT(a+2)  h%(a+ 1al(a)
“T@), ¢ h T T@h*2 T T(a)h*R2
(a+Da
=T
var(o = S5 gy = (@t Dap? - @p)? = ap?
()°
Ejercicio

En un estudio con ratas se usa una investigacion de respuesta a la dosis para
determinar el efecto de la dosis de un tdxico en su tiempo de sobrevivencia. El tdxico
es uno que se descarga con frecuencia en la atmdsfera desde el combustible de los
aviones. Para cierta dosis del téxico el estudio determina que el tiempo de
sobrevivencia, en semanas, tiene una distribucién gamma con a=5y =10.éCual es la
probabilidad de que una rata no sobreviva mas de 60 semanas?

Desarrollo:

Sea X ="NUumero semanales de sobrevivencia”

1 , Z
= a=lo B
f(x) BT ()
1 -x 1 -x
_ 5-1,75 — 4,75
O =orm* €™ ~ 1oy~ ¢
60 —x
< = —x*eT0
P(X < 60) fo 105F(5)x e10 dx
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Cambio de variable

_x dy 1
Y=10' dx 10
6

6 (10)5
105T'(5)

P(X <60) = f (10y)*e™> 10 dy =f T0ST(5) ()™ dy
0 0

PX < 60) = [[ 5 (0)*e™ dy (a)

La expresion (a), tiene la forma de la funciéon acumulada

FUNCION DE LA GAMMA INCOMPLETA

1]

g3 0,264 0,080 0me 0,004 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000
1 BES 0504 032 0,143 0,053 0 0,005 0,001 0,000 0,000
0850 0801 0817 0353 0,185 0,084 0,034 002 0,004 0,00
0582 0,908 0762 0567 0am 0215 0 0,051 002 0,008
0083 0,060 0878 073 0,560 0,38 0238 0,133 0,08 0,032
0508 0,983 008 —BRE—>00 0,55 0,384 0,256 0,153 0,084
0,500 0,003 04 0me 082 0,500 0,550 040 0. 0,170

) O M e GO O =

P(X < 60) = F(6,5) = 0.715

Funcidon de distribucion Weibull

Sea X~weibull(a,A)y a >0, >0, con funcién de densidad

a a—1 .
— X e si x>0

f(x) =4 p=

0, six<0

X\a
_(F) '
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ji=4 R Graphics: Device 2 (ACTIVE) [ [ | (S

Weibull, alf=10,beta=2

05
|

00
\

R Sin nombre - Editor R B~

f.weibull= funection({alfa, beta){

cl<-(alfa/ (beta) “alfa)

x<-zeqi0,2.8,0.1)

y¢- cl*(x"(alfa-1))*exp(-((x/beta) ~alfa))
plot (%, v, main="Weibull, alf=10,beta=2",type="1")

£.weibull (10,2)

Y la funcién de distribucion
Y a -@"
F(x) =P(X <x) =f ,6’_“ t%le B dt
0

X

F(x) = 1—e_(3) ;x =0

Propiedades

a) E(X)= BT(1+ )
b) Var(X) = 32(r(1 + 2) — I2(1+ )

Ejercicio

La distribucion de Weibull ha sido utilizada para modelar emisiones de varios
contaminantes de motores. Sea X la v.a cantidad de emisiones de un cierto gas de un
motor de cuatro tiempos de un tipo seleccionado aleatoriamente y suponga que X tiene

distribucion de Weibull con ¢ = 2 y f = 10. éCalcule la probabilidad de que la cantidad
de emisiones sea menor a 10?
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1042
P(X<10)=1- e"() —1—e-W? = 1_ ¢-1=1-036788 = 0.632

5.2.4. Teorema del Limite Central

Sea X; X3, ..., Xp, variables aleatorias independientes con E(X;) = uy Var(X;) = o2y
gue siguen una ley de probabilidad cualquiera no necesariamente la mismay

Y=X,+Xp++X,conE(Y)=nu y Var(Y)=no?, entonces:

,_Y-EW) _Y-m
- Var() ovn

Se puede utilizar cundo n > 25.

sin—> o  Z~N(0,1%)

Ejercicio

De la definicién anterior demuestre E(Y) = nuy Var(Y) = no?.

Sea

Y =X, +X,+X5+ -+ X, (1), calculando la esperanza matematica
E(Y)=EMX; + X+ X3 + -+ X,)

EY)=EX,) + EX))+E(X3) + -+ E(X},)

EM)=m+u+-+u,

E(Y) =nu

En (1), calculando la varianza

Var(Y) =Var(X; + X,+X; + -+ X;,)

Var(Y) =Var(X,) + Var(X,)+Var(X3) + -+ Var(X,)

Var(Y) = 62 + 62 + 6% + - + 6% = no?

Ejercicio

El costo diario de operacién de un autobus tiene un costo fijo de 30 délares y un valor
variable de 30 % de los ingresos. El ingreso tiene una distribucién uniforme entre 50 y
250 ddlares.
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a) Calcular la probabilidad de que el costo de operar un autobus durante 31 dias,
supere los 2500 délares.
b) Cuantos dias de operacién seran necesarios para que con una probabilidad del
0.95, el costo de operacion sea al menos 2350 ddlares.

Literal a:
X= “Ingreso diario de la operacién del autobus”
X~U[50,250]
El costo de operacion es C(X)=30+0.3X
C(Xy) =30+ 0.3X;

E(C(X,)) = 30 + 0.3E(X,)

50 + 250
E(C(Xy))=30+03 (—) =30+45=75
Lo que seria la misma esperanza para los 31 dias.
La varianza Var(C(X))=0.09 Var(X)
250 — 50)2
Var(C(X,)) = 0.09 Var(X,) = 0.09 % =300

Lo que seria la misma varianza para los 31 dias.
Sea Y = Cl+Cz+C3+“‘+ C31
E(Y) = E(C,) +E(C,) + E(C3) + -+ E(C3,) = 31(75) = 2325

V(Y) = V(C) +V(C) +V(C3) + -+ V(C31) = 31(300) = 9300

P(C(x1) + C(xx)+C(x3) + -+ C(x31) > 2500)
Y —E(Y) 2500 — 2325
VVar(Y) V9300

P(Z>181)=1-P(Z<1.81)=1-0.9649 = 0.0351, lo que indica que de cada
100 veces en 3 veces el costo de operar sobrepasa los 2500 ddlares.

P(Y > 2500) = P( > = P(Z > 1.814)

Literal b:

P(Y > 2350) = 0.95
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_ 2350-75n

Zl - \/mﬁ (1)
Z; = —1.65 , portabla (2)

Igualando (1)y (2)

2350 — 75n = —1.65(17.32) Vn

2350 — 75n = —28.58 Vn

(2350 — 75n)2 = (—28.58 vn)’

5522500 — 3525001 + 5625n? = 816.8164n
5522500 — 353316.82n + 5625n2 = 0

n, = 33.54

n, = 29,27

Indica que con n= 34 dias seran necesarios.

Ing. Mat. Willam Caiza, docente UPS.
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ANEXO 1: Programacion con R.

R RGui (64-bit) - = =
fS0tenti caciony Archivo | Editar Paquetes Ventanas Ayuda
Muewvo script Ctrl+~M
Abrir script... Ctrl~0
Guardar Ctrl+S R Console = =1 =2
Guardar como...
Imprirnir...
Cerrar script R Sin nombre - Editor R e | E]

Inicialmente se debe abrir R, luego se hace click en “Archivo” y click en “Nuevo
script”, en el script se puede probar los comandos o programar.

Manejo de datos

“w_ n

Para la creacion de un vector de datos, se hace uso del comando “c”, para formar un
vector de datos y realizar la asignacion (<-) a la variable, mediante la expresiéon
variable <- c(datos).

R R Console =N

> edad_:ii:s <- cl5,6,3,4,5,5,6,3,2)
» edad nifios

[1] 563 4556 32

> |

Extraer el dato que se encuentra en la posicion 8 del vector “edad_nifos”, se hace uso
“edad_niios[8]".

R R Console BN iR

» edad nifioe 8 <- edad nifios[8
» edad nifios 8
[1] 3

Crear un vector de datos del 1 al 6 con paso de 1, “1:6”.
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R

> datos
» datos
[11 12345686
> |

<- 1:6

R Console

= o ==

Crear un vector de 3 a 7 con paso de 3; crear un vector de 7 a -2 con pasos de -2.

R
> datos

» datos
[1] 3 &

» datosl <- =eqi(7,-2,

> datosl

[1]

7

5 3 1

R Console

<- =zeq(3,7, 3)

-2)

-1

=B )

A

Crear un vector vacio “numeric()”, se lo utiliza para asignar datos durante la

programacién

R

> vector_vacio
> vector_vacio
numeric (0)

> vector_vacio

> vector_vacio
[1] 4

R Consale

<- numeric()

(ol ]

Encontrar el minimo de los datos, se usa la funcion “min(datos)”.

R

[1] 472

> |

» sueldos <- c(472,
> minimo sueldo <- min(sueldos)
> minimo sueldo

R Consale

.

<00
12U,

534,

(=)o

“nnn 9
LU0,

B9)

Encontrar el valor maximo de un conjunto de datos usamos el comando “max(datos)”.
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R Consale El@

sueldos «<- o (472, 534, 1200, 1000,789)
maximo sueldo <- max (sueldos)

maxime sueldo

11 1200

WO W W Wy gl

Utilizamos la funcidn “sum(datos)”, para obtener la suma los datos ingresados.

R R Console BT

» suma edades nifing <- sum(edad nifios)
> suma edades nifios

[1] 39

> |

Elegir Aleatoriamente datos.

R R Console o]

> va;or_a;eatorio <- sample(20:50,4)
> valor aleatorioc

[1] 27 35 41 29

> |

Utilizamos la funcidn sample(limites, nimero de términos aleatorios),para obtener
valores aleatorios entre los limites ingresados.

Ordenar datos.

Utilizamos la funcidn sort(datos, decreasing=FALSE) para obtener datos en orden
ascendente.

R R Console [E=3 Eo ==

» x<— c(5,7,6,8,2,8,9)

> sort(x, decreasing=FALSE)
[11 2 56 7 818 9%

> |
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Utilizamos la funcidn sort(datos, decreasing=TRUE) para obtener datos ordenados
decrecientemente.

R R Console E\@
> x<— c(5,7,6,8,2,8,9)

> sort(x, decreasing=TRUE)

[1] 988 765 2

> |

Permutaciones y Combinaciones

Para este tema necesitaremos instalar el paquete ‘gtools’, pueden ser instalados al
digitar las siguientes expresiones:

install.packages('gtools')

library(gtools)

Combinaciones

Utilizando la funcion “combinations(n=4, r=3, c(datos) )”, podemos encontrar las
combinaciones de un conjunto de datos.

| R R Console EYENX

> combinations (n=4,r=3,c('a','b','c','d"))
(11 [,2] [,3]

[1,1 ™a™ "b" "e"

[2!] Tla" "b" Tld"

[3;] Tla" "c" Tld"

(4,1 "b"™ "c" "a"

> |

n=4, es el nimero de elementos.
r=3, es el numero de elementos que debe tener la combinacién o arreglo.
Permutaciones

Utilizando la funcién “permutations(n=3,r=3,v=x,repeats.allowed=F)”, se encuentra el
numero de permutaciones de un conjunto.
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R R Console =N EoR(=
-
> permutations(n=3,r=2,c('a','b','c'"),repeats.allowed=T)

[»11 [,2]
[1,1 "a" "a"
2,1 "a" "b"
[3,] "a" "c"
(4,1 "ob" "a”
[5,1 "b" "b"
[6,] "b" "c"
[7,1 "c" "a"
6,1 "c" "b"
[9,1 "c" "c"

> permutations(n=3,r=2,c('a','b','c'"),repeats.allowed=F)
[,11 [r2]

[1,1 "a" npy

[2,1 "a" o

[3,]1 "b" o

[4,] "b" o

[SL] "o o

[6,] "c" npy

n=3, es el nimero de elementos.

r=3, es el nimero de elementos que debe tener el arreglo o permutacién.

Conjuntos

Se necesita haber instalado el paquete “gtools”, puede ser instalados al digitar la
siguiente expresion:

library(gtools)

Unidén de conjuntos

R R Console B~

> A<= c('a','e’, 1)

> Bi-c('m','n")

> union(&,B)

[1] "a"™ "e" "1" "m" "n"
> |

Utilizamos la funcién “union (conjunto 1,conjunto2)” , obtendremos la unién entre los
conjuntos especificados.

Intercesién de conjuntos
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R’ R Console =3 oE
>
p-
>

P}.{_ c(!aF!FeF!FiF)
B<— c('m',"n'")
intersect (A, B)
character (0)
= A< — c('a','e','i','m')
> intersect (A, B)
(1] "m"
> |

Utilizamos la funcidn “intersect(conjunto 1,conjunto2)”, obtendremos la intersecciéon
entre los conjuntos especificados.

Diferencia de conjuntos.

R R Consale E=R|E=R S

A< — c(!ar’rer!!i!!rm!!r'—!)
> B<— c{'m','n','a")
> setdiff (&,B)
[1] "e™ mim™ ™1v
> setdiff (B,2)
[1] "n"
> setdiff (B,B)
chbracter(ﬂ]

Utilizamos la funcidn setdiff(conjunto 1,conjunto2) obtendremos la diferencia entre
los conjuntos especificados.

Medidas de Tendencia Central.

Se puede formatear la salida de informacién mediante la funcién “cat”

R R Console =

» nombre <- "Pedro Romero"

» sueldo <- 2200

» cat ("EL sueldo de ",nombre,"es",sueldo, "\n")
El sueldo de Pedro Romero es 2200

> |

Utilizamos la funcion “mean (datos)” para calcular el promedio de los datos
ingresados.




R R Console =8 ol
> sueldos <- < (900,1100,68%,2000)
> cat("ELl promedio de sueldos es”,mean(susldos), "\n")
El promedioc de sueldos es 1172.25
> |
Frecuencia.
R R Console ERE=

Estadistica y probabilidad con

Ing. Mat. Willam Caiza, docente UPS.

>

-
|

> temp <- c(20,23,19,22,22,23
> table(temp)

temp
19 20 21 22 23 24
11 1 2 2 3

(24,21,24,24)

Utilizando la funcion “Variable<-table(datos)“, se obtiene un vector (dato,
frecuencia), en el ejemplo se puede verificar que 3 dias se tiene una temperatura 24

grados.

Mediana.

R

R Console

= HoR =

> temp <- c¢(20,23,19,22,22,23,24,21,24,24)

> cat("La mediana
La mediana es:

es: ",median(temp), "\n")
22.5

> |

Con el comando “Variable <-median(datos)?”, se obtiene la mediana de los datos.
Medidas de Dispersion.
Rango.

R [o )8 )

> temp <- ¢(20,23,19,22,22,23,24,21,24,24)
> r<-range (temp)

> cat("El rango es: ",r[2]-r[1],"\n")

El rango es: 5

> |

R Console
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El comando “range(datos)” nos da como informacidn el valor minimo y el valor
maximo de los datos.

Varianza.

R R Console =8 E=R 5

> temp <- ¢(20,23,19,22,22,23,24,21,24,24)
> cat("la varianza es:", var(temp),™\n")
la varianza es: 3.066667

> |

El comando “ var(datos)”, nos da la varianza de los datos.

Desviacion Estandar.

R R Console E@

> temp <- ¢(20,23,19,22,22,23,24,21,24,24)
» cat("la varianza:", var(temp),"desviacén estandar", sd(temp),"\n")

la varianza: 3.066667 desviacén estandar 1.75118
>

El comando “sd(datos)”, nos da la desviacion estandar.

Medidas de posicion

R R Console [E=3 o X7

> edad_niﬁc-s<—-:(9,9,'_2,'_'_,'_CI,'_4,'_2,'_'_,'_3,'_4,'_4)
> cuarti 1<- quantile(edad nifios,0.25)

-

> percentl 37<-quantile(edad nifios,0.37)

> cat("cuafti; 1:",cuarti 1,"percentil 37:",percentl 37,"\n")
cuartil 1: 10.5 percentil 37: 11
> |

El comando “quantile(datos, cuantil)”, nos da el valor del cuantil que se especifique,
0.25 serd el primer cuartil , 0.1 serd el primer decil.
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Graficas

Diagrama de pastel

pie (datos, clockwise=sentido de las agujas del relog, main="Titulo del diagrama”)

R R Console E@

16,8, 7,4,6,8,7,3,4,5,59%8,7,6,4,3,7,857,4,3)

[FURN )
[

afips", "4 afios", "% afios", "6 aflos", "Tafios", "8 afics", "% afios")

WO N NS
=
I
=

= R Graphics: Device 2 (ACTIVE) | =) | ==

Edades alumnos

. 3afnos
9 afios
4 afnos
8 afios 5 afios
6 afios
Tafios

Diagrama de caja

Mediante la funcién “boxplot(datos, main,ylab)”, grafica el diagrama de caja.

R R Console [o][= ] =]
> edades <-c(9,8,7,5,9,6,7,4,6,8,7,3,4,5,9,8,7,6,4)

> boxplot (edades,main="Edades A", ylab="Edad-(3-%)")

> |

R R Graphics: Device 2 (ACTIVE) = BRI

Edades A
>
_ _
&
_&; —
m
=] u» T
i i !
- L
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Histograma

Mediante la funcion “hist(datos,main="titulo”,xlab,ylab)”, grafica el histograma de los
datos.

| R R Console S

9!5! JIIEIEI6YBI ’I.rjl.l' JI.I'EJ' Jlf4f5! ’IIBIBIBI Jlf6f4f6! Jl.r4!9!6!5f J‘)
—nn

> hist(edades,main="Edades alumnos",xlab="afios", ylab="Frecuencia")

R R Graphics: Device 2 (ACTIVE) = e

Edades alumnos

Frecuencia

afios

Creacion de funciones en R

Una funcidén se define asignando a un objeto la palabra “function"”, seguida de los
argumentos que desee dar a la funcidn, escritos entre paréntesis y separados por comas,
y finalmente el cuerpo de la funcion entre llaves.

“Nombre_funcion <- function (argumentol,argumento2,...) { cuerpo de la funcion}”

La siguiente funcién nos permite sumar dos datos, mediante la funcién return la cual
recibe dos argumentos.
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R Sin nombre - Editor R =] e s |

funcion.suma<-function (s1=3, s2=5)
{
return(sl+s2)

}

funcion.suma ()
funcion.suma (s1=10)
funcion.suma (51=10,s52=30)
funcion.suma (5, 9)

Mediante la siguiente funcién calculamos la media de un conjunto de datos, en el cual
se observa el uso de “for” y “cat”, retorna la suma y promedio de los datos. También
se puede observar el uso de la funcién.

R Sin nombre - Editor R = N =<
funcion.media <- function (x) ~
{

s3=0
for (i in 1:length(x)){
s=s+x[1]

1
m<— s/length (x)
return (c(s,m))
1
®<-c(3,4,5,6,2)
r<—funcion.media (x)
cat("La suma es:",r[1l],"el promedioc es:",r[2],"\n")

La funcién “f.varianza” hace el cdlculo del promedio la suma de los cuadrados de los datos
centrados, la varianza y la desviacién estandar.

R Sin nombre - Editor R =R
f.varianza<-function (¥) {
5=0
for(i in 1l:length(x)){
s=3+x[1]
}
p <- s/length(x)
51=0
for(i in 1l:length(x)){
sl=s1+ (x[1]-p)"2
}
v<-51/(length (x)-1)
dst<- sgrt(v)
return(c(s,p,v,dst))

x<-c(3,2,6,7)
r<-f.varianza (x)
cat ("suma:",r[1], "promedio™,r[2],"varianza:",r[3],"desviacién:",r[4],"\n")

Con la funcidon “Tabla.frecuencia”, se imprime una tabla con tres columnas la una es los datos,
la frecuencia y la frecuencia relativa, se puede observar el uso de la funcién “table”.
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t}

[R 0= I I S I N

- n=length (dato)

R Console

> Tabla.Frecuencia=function(dato)

frecuencia=table (dato)
frelativa=(fabs/n)*100
frelativa=round(frelativa,2)
tabla=chbind (frecuencia, frelativa)

print (tabla)

» Tabla.Frecuencia(edades)
frecuencia frelativa

3 10.71

L N e R

14.25%
14.2%
32.14
10.71
17.86

=fe =

L]

Las siguientes funciones descritas a continuacidn nos permiten calcular la tabla de

frecuencias.

La funciéon “setwd”, indica la direccion por omisidn de los archivos de R y ademas se
lee el archivo “maiz.txt” para hacer uso las funciones.

R

[1]

R Console

> § PMG, produccién nacional de maiz en miles de toneladas
> setwd ("C:/Users/Will/Desktop/BaseDatos™)

> datos<-read.table("maiz.txt", header = T, sep = "")

> datos5PMG

12374.4 13988.
11606.9 10552.
18235.8 18352.
20134.3 19298.
24410.3 20142.

1 1011%.7 13188.0 12788.8 14103.5 119089.
3 10552.8 14635.4 14251.5 16%29.3 18125.
% 18026.0 17656.3 18454.7 17706.4 17556.
0 20701.4 216€85.8 19338.7 21893.2 23512.

8

(=N o =

=R« R FL ]

La funcién “w”, calcula la longitud de la clase del histograma y el nimero de clases, se
hace uso de “1+3.3log(n)” para el calculo del nimero de clases.




Estadistica y probabilidad con

Ing. Mat. Willam Caiza, docente UPS.
R Console == | s

-

a

w=function {(dato)

n=length {(dato)
rango=max (dato) —min (dato)
E=1+3.323*1loglO (1)
k=rcund (k)

werangos
1=<— list(w=w,clases=k)
returmn (o (L) )

wildatos S PEMGS)

AV R Y
g
o
et et
A
|

=

Z2381.7a7

n
0
=t
i
i
0
0

L11

gl

La funcidon “limites”, calcula los limites inferior y superior de cada clase, por ejemplo clase 1
[10119.70; 12501.47], etc.

R R Console [E=N E=E 5

> limites=function(dato,w,classs)

+ IMin=min (dato)

+ IMax=LMin+clases*w

+ aa=seqg (LMin, LMax, by=w)
return{aa)

}
—

r2<—limites (datos$5PMGE, risw,riSclases)
rz

[1] 10119.70 12501.47 14883.23 17265.00
[2] 1%ed4e.77 22028.53 24410.30

=

WOW VW

La funcion “marca”, encuentra los puntos medios de cada clase mediante el uso de la funcién
”Seq()".

=4 R Console =N =R
> marca=functicn(limites)

+ E=NROW (limites)

+ tic=limites[2]—-limites[1

+ ma=seg(limites[1l]+tic/2,by=tic, length=k-1)

+ return (ma)

}

>
> r3<— marcal(rz)
> r3

[1] 11310.58 13¢%2.35 16074.12 18455.88
[SH 20837.65 2321%9.4:2

=

La funcion “clasel”, separa los datos para las clases existentes.
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La funcion “tablaf”, calcula la frecuencia relativa, frecuencia acumulada y la frecuencia relativa

acumulada.

R Console [::].EIH::]

clasel=function(dato)
{ n=NROW (dato)

ep (0,n)

for(i in 1:n)

if (dato[i]<12501.47)

elsed
if(dato[i]l< 14883.23 v[il=2
else{
if(dato[il< 17265) {v[i]=3}
else {
if (dato[i]< 19646.77) {v[i]=4 }
elze
if (dato[i]l< 22028.53) {v[i]=5}
elseq
v[il=6
return (v)

rE<-clasel (datos$PHG)
rs
1112 2344494949494454

Vo

Wom o ok LR

R R Console =] oS

tablaf=function(y, marca)

n=IROW (w)

fab==table (V)

frel=round( (fabs,/m)*100,2)
facum=cum=sum (fabs)
Facum=round { {facum/n) *100, 2)
tabla=ckhind (fak=s, frel, facum, Facum)
print(takbkla)

tablaf (r5, c3)
fabs= frel facum Facum
& 20.00 a 20.00
& 20.00 iz 40.00
1 3.33 13 43 .33
10 33.33 23 T&e.687
5 18.67 28 293.33
2 6.67 30 100.00
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Anexo 2: Simulacidn

Uno de los temas especiales a tratarse es la aplicacion de la estadistica a la vida diaria,
queremos comenzar con esto e iniciar con la simulacién de las variables aleatorias.

Definicion: Funcion de distribucion inversa

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucidn Fy (X = x) que admite inversa,
entonces se verifica

U=FX=x), x=FYU=u)y u~U0,1), x=F;Y(U=u) sigue la
distribucion de X.

FX(‘T) T T T T T T
1

08
-
06

04

02

Iniciemos con la variable aleatoria exponencial

1—e M x>0y A1>0
F { ;X2
X six <0

Para un valor puntual tenemos u = Fy(x)
l—e™=u
In(1 —u) = In(e ™)
In(1—-u)=-Ax

-1
X = Tln(l —-u)

Al programar el algoritmo anterior, podemos observar que se realiza el calculo de la
media y varianza de los nimeros generados.
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R R Console =
> vau<-runif (1000) $variable aleatoria uniforme
> vae<- (-1/2)*log(l-vau)#variable aleatoria exponencial

> hist(vae,main="H.v.a Exponencial")
» mean (vae)

[1] 0.527872

> 1/2

[1] 0.5

» var(vae)

[1] 0.266559%6

> |

Se puede observar en el histograma que las x (vae) generados por el algoritmo nos da
un histograma parecida a la funcién de densidad exponencial por lo tanto la esperanza
matemadtica (promedio) es 0.52 lo cual nos indica que A= 2.

R R Graphics: Device 2 (ACTIVE) = | |

H.v.a Exponencial

[l
=
s
z 38
= =
©
=
[=a
D [=]
= &
= L
I T T T T 1
0 1 2 3 4 5

vae

Generando valores de la variable aleatoria de Weibull tenemos,

X~W(a, B)

xa
Fy (x) 1—€_<F>, x=0y a,f>0
0, si x <0

mediante el método anterior podemos obtener el algoritmo para calcular valore que
sigan una distribucién de Weibull

X a
u=1—ce ®
_Xa
1l—-u=-ce ®
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In(1—-u) =—(

(= In(

Ing. Mat. Willam Caiza, docente UPS.

)Ll

X

B

1-w)e =3

B(=In(1 - w) = x

R R Console oo e

> vau<d- runif(1000) # variable aleatoria uniforme
> vaw <- 1*(-log(l-vau))"(1/2)% beta=l,alfa=2
> hist(vaw,main="Histog. v.a.

Weibull",xlab="alfa02,beta=1")

» mean (vaw)
[1] 0.8916403
> |

=3 R Graphics: Device 2 (ACTIVE) [ [ [Sm]

Histog. v.a. Weibull
£
— e T
I T T T T 1
0.0 05 1.0 1.5 20 25

alfa02 beta=1

Ejercicio
Simular el lanzamiento de un dado vy si
con repeticion.

mular el lanzamiento de un dado cuatro veces
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R R Console [l o]
> sample(l:6,1)

[1] 5

> sample (1:6,4,rep=T) # admite repeticidn

[1] 2 3 2 3

> |

Ejercicio

Evaluar una funcién para x= {1,2,3}, utilizando la funcion “sapply”.

R R Console Bl

/(1:3, function(x) x"2)% sapply evalua la I, en el vector

Ejercicio

Simular la distribucién de la suma de los nimeros que salen al lanzar cuatro dados.

R Sin nombre - Editor R E=N R

set.seed(lll) #garantiza resultados los mismos
r<- sapply(1:1000, function(x) {

sum (sample (1:6,4, rep=T))
)

barplot (table(r))

= R Graphics: Device 2 (ACTIVE) [ [ | [eSem]

0 40 60 80 100 120

0

] :DDDHH NN HDD:D

Ejercicio
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Simular una distribucidén normal con media 2, desviacién estandar 5y su funcion de
densidad

R Sin nombre - Editor R B
¥x<-rnorm(100,2,5) A
hist (x, freg=F)

curve (dnorm(x,2,5) ,-15,20, add=TRUE)

ji=3 R Graphics: Device 2 (ACTIVE) ===

Histogram of x

0.08
|

0.08
|

Density

002
|

-
.A

-15 -10 -5 o] 5 10 15 20

Ejercicio

Simular la distribucion de dos distribuciones normales
X,~N(2,3)
X,~N(1,2)

R Sin nombre - Editor R = e |

set.seed(lll) #garantiza resultados los mismos

r<-sapply(1:1000, function (x) {
rnorm(l,2,3)4+rnorm(1,1,2)

+)

mean (xr)

media x=lz2<- 2+1

var (r)

var xl1lx2 <- 5+4

hist(r,main=" X1 +X2", freg=F)

curve (dnorm (%, 3,sgrt (13) ) ,-10,15, add=T)

Se ha verificado que la suma de dos distribuciones normales es una nueva distribucién
normal con parametros

X, + X,~N(2+1,3% + 2?)
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Ejercicio

Demuestre y realice una simulacién de la “falta de memoria de una distribucion
exponencial”.

Parte a)

Por definicion se tiene

PX>s+t N X>t) PA>s+t)

PX>s+t \X>t)= P(X>t) o P(X>t)

_ 1-Fx(s+t) _ 1-1+e~ A+ _ e A+ =S (1)
1-Fx(t) 1-1+e~4t et

Tenemos
PX>s)=1-PX<s)=1-1+e*S=e15(2)

(1) =(2)

PX>s+t \X>t)=P(X>s)(a)

La expresion (a) nos indica que la distribucidén exponencial, no tiene memoria.

Parte b)

P(X>5+4 n X>4)
PX>5+4 \X>4)=PX>9 \X>4)=

- pexp(9,0.3,lower.tail=F) /pexp(4,0.3, lower.tail=F) #P (X>5+4 \X>4)

1] 0.2231302

P(X > 4)
P(X>5+4)
 P(X >4)
_ P(X>9) _
= s P(X > 5) por (a)
Comprobemos
R R Console =S
> pexp(5,0.3,lower.tail=F)# P(X>5)con lambda=0.3
[1] 0.2231302
> pexp(4,0.3,lower.tail=F)# P(X>4) con lambda=0.3
[1] 0.3011942
>p<
>
[
>

=S




